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CHAPITRE IV 

RÉSOLUTION D*UN SYSTÈME DE Wl ÉQUATIONS A IW + ^ INCONNUES 

47. — Prenons, pour exposer la méthode, trois équations 
à cinq inconnues 

A = o ) 

B = [ (12S) 

G = o ) 
Les solutions qui conviennent aux trois équations doivent 
être comprises parmi celles qui conviennent à la première, 
considérée isolément. Résolvons donc la première au moyen 
des formules (29). 

Nous exprimerons ainsi les cinq inconnues au moyen de 
quatre indéterminées t^^ t^, t^, t^. Portons ces valeurs dans 
les équations B = o, C =: o. Nous aurons ainsi deux équar 
tiens à quatre inconnues, fi, t^, ^3, tj^, 

c.* : : I m 

dans lesquelles les coefficients des inconnues devront pou- 
voir être ramenés à être premiers entre eux. 
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Si ces équations, considérées isolément, peuvent être ré- 
solues, résolvons la première au moyen des formules (29). 
Nous exprimons /j, /,> ^3> ^au moyen de trois indéterminées 

^1» ^2» ^s» 

Remplaçant enfin dans C^ = o les inconnues par ces 
dernières valeurs, nous aurons une seule équation 

G. = o, (127) 

à trois inconnues, O^, 6j, ô^. 

Si celte dernière peut être résolue, ôi, 6,, ô, pourront être 
exprimés au moyen de deux indéterminées, cp^ et cp^, et les 
cinq inconnues des équations primitives pourront être ex- 
primées au moyen de ces deux mêmes indéterminées. 

On aura ainsi les valeurs des inconnues. 

48. — Nous ne nous arrêterons pas à justifier cette mé- 
thode ni même à examiner les cas particuliers. Nous allons 
seulement fixer la forme des résultats. 

La méthode que nous venons d'exposer fait d'abord con- 
naître les expressions des cinq inconnues t^, fg, ^j, /j. De ces 
cinq expressions, la première dépend de ti seulement; la 
deuxième de /i et de t^; la troisième de t^y /, et ^,; et enfin 
les deux dernières, des quatre indéterminées. 

La résolution de B^ = o donnera les expressions de t^, 
hy h* h 6n 6i, 02, 6,, et de ces quatre expressions la pre- 
mière ne contiendra que 6^, la deuxième, que ô^ et ôj, et 
les deux autres, ô^, ô, et ôg. 

De la sorte, on voit que les cinq inconnues pourront êlre 
exprimées en 6^, ô„ ôg, la première en 6^ seulement ; la 
deuxième en ô^ et 62 > ®t ^^s trois autres en ô^, Ôj et Ôg. 

La résolution de Bj = o donnera les expressions de 61, 
ôj, Ô3 en cpi et 92, et ces trois expressions, portées dans les 
valeurs des inconnues primitives, donneront à ces cinq 
inconnues des expressions dont la première ne contiendra 
que <pi, et toutes les autres ©^ et a»^. 

49. — Quoique la méthode du n® 47 ail éié exposée sur 
un système particulier de trois équations à cinq inconnues, 
il est évident qu'elle est générale et nous pouvons conclure 
de cet exemple que les formules de résolution d'un système 
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de m équations à m + ^ inconnues, sauf certains cas 
exceptionnels où quelques-unes d'entre elles résulteraient 
des précédentes, dépendent de n indéterminées, Tune des 
inconnues dépendant d'une seule indéterminée; une seconder, 
de deux ; une troisième, de trois, etc.; la (n — i)®, de n — i; 
et toutes les autres, de n indéterminées. 
Le système à résoudre étant donc le suivant 

(^mXj -j- Om^2 i ^mP^i "T* ' ' • I '^nv^m+n = l^m 

s'il est susceptible de recevoir des solutions entières, et 
s'il ne contient aucune équation inutile, ces solutions auront 
des expressions de la forme 



CCn_i = Ç«-i + An-i h + B„^i ^, + . . . -f. p^i^^i ) (129) 

Xn=ln + Kh + Bn^j -f- . . . J- Qj^i + p„^„ 
«^n+1 =Sn + l "T" A„+iti -[- B„+i^2 -)-... -f- Qn+l^n-l-f'pn+l^n' 

»3?m + n ^^= sm+n "T'Ain + ii*! "f" •Dm+n*2 I • • * "FVwi + n*!»— 1 ~rPm+n'n 

50. — Ces résultats font voir que toutes les valeurs de 
1 inconnue Xi forment une progression par différence. 

Toutes les autres inconnues ayant, dans l'équation, un 
rôle semblable à celui de x^, et pouvant, à volonté, être ex- 
primées au moyen d'une seule indéterminée, on voit que 
les valeurs de chacune d'elles forment une progression par 
différence. 

51. — On aurait pu résoudre ce même système (12S) par 
une autre méthode. 

Une solution du système étant supposée connue, on aurait 
pu raisonner, comme au chapitre P% pour le cas d'une seule 
équation, et le résultat que Ton aurait ainsi obtenu, con- 
forme aux formules (129), aurait permis de ramarquer que, 
dans ces formules, les seules quantités pi, p,, .... pm+« 
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sont fixes; toutes les autres peuvent être considérées comme 
des premières solutions de systèmes successifs, et peuvent 
varier à Tinfini. 

52. — Nous allons résoudre un cas particulier de la ques- 
tion, celui où le nombre des inconnues est supérieur d'une 
unité au nombre des équations. 

Soit le système 

a^Xi 4" è^Xg -)- + K^m+i = o 

^sX| -|- O2X2 -f- .... "T" '^2^»»+i = o ^^ M 30) 



résultant d'un système quelconque à m + i inconnues dans 
lequel nous avons remplacé : 1® les inconnues par les valeurs 
d'une première solution ïi, ?j, ... Sm+i»« 2® retranché chaque 
égalité de l'équation d'où elle dérive, et 3** remplacé x^ — l^ 
par Xi, X2 — $2 par X„ etc., suivant la seconde méthode 
dont il est question au numéro précédent. 

Résolvons ces m équations comme un système de m équa- 
tions déterminées à m inconnues : 

D 



Xi — — X,n+i 



N 

2 — TT -^m+1 



Réduisons les coefficients de Xn»+i au plus petit dénomi- 
nateur commun, en divisant tous les termes de ces diverses 
fractions par leur plus grand commun diviseur : 

X -^X 



Y ^"* Y 
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X,n+i = dt rend toutes ces expressions entières, et il 
vient : 

^2 = Çj + ^1^ 



*^m — Cm "t~ ^m^ 
^m+i ^ S m+i "F ^^« 



53. — Nous devrions, pour terminer cette première 
partie, indiquer le moyen de trouver parmi toutes les solu- 
tions, celles qui sont positives, ces solutions étant les seules 
qui puissent convenir à la plupart des queslions. 

On devrait écrire que les seconds membres des formules 
(129) sont plus grands que zéro, et on aurait ainsi à résoudre 
un système d'inéquations. 

La question est trop simple pour mériter un exafnen. 

Nous ferons une seule remarque à ce sujet : 

Lorsqu'une équation à n inconnues 

ttjXi -|- a^x^ + • • • + ^nXn = K 
a tous ses coefficients positifs, et son terme tout connu, 
également positif, elle ne peut être résolue que d'un nombre 
limité de manières en nombres entiers positifs. 

Dans le cas, en effet, oîi cette équation peut être résolue 
en nombres entiers, l'inconnue Xi a des valeurs qui forment 
une progression par différence, et il est évident que la 
valeur de a^Xi r\e peut dépasser K, car alors l'une au 
moins des autres inconnues devrait avoir une valeur néga- 
tive. 

L'inconnue a?, ne pourra donc prendre qu'un nombre 
limité de valeurs ; il en sera de même des autres inconnues, 
et l'équation ne pourra avoir qu'un nombre limité de 
solutions positives. Il sera même possible que^ pouvant être 
résolue en nombres entiers, elle n'ait aucune solution posi- 
tive, si, par exemple, chacun des coefficients a^, o,, ... a, 
était plus grand que K. 

Si, dans un système d'équations, une seule des équations 
qui le composent a tous ses coefficients positifs, et le terme 
tout connu, dans le second membre, également positif. 
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comme les solutions qui satisfont au système doivent 
vérifier chacune des équations, le nombre des solutions 
positives sera également limité, et ce nombre pourra même 
être nul, dans certains cas. 

Nota. — Ici se termine la première partie du travail de 
M. Ferrent. Nous commencerons dans le numéro prochain 
la publication de la seconde partie. Celle-ci est relative à 
l'analyse indéterminée du second degré, sujet moins connu 
et plus intéressant. Parmi les travaux récenls, sur l'ana- 
lyse indéterminée du premier degré, on peut consulter : 
1** un article de M. Tabbé Glasen (Annales de V École normale; 
4867, p, S47)\ 2° un mémoire de M. Gh. Mèray (Annales de 
l'École normale, 2^ série; tome XII, mars 4883). G. L. 



NOUVELLES REMARQUES 

SUR LA DROITE DE SIMSON 

Par M. Haarice d'Ocag^ne^ 

Elève Ingénieur des Ponts et Chaussées. 



L'intéressante étude publiée dernièrement par M. Weill 
sur la droite de Simson ayant attiré particulièrement Tat- 
tenlion des lecteurs da Journal de mathématiques élémen- 
taires sur ce sujet, nous demanderons la permission d'y 
ajouter les quelques remarques qui suivent. 

I. — Nous rappellerons, avant de commencer, quelques 
formules dont nous avons donné des démonstrations élé- 
mentaires dans ce journal (*). 

A et B étant des points variables dont les déplacements 
infiniment petits correspondants seront représentés par 
d (A) et d (B), on a, en appelant T le point de concours des 
tangentes en A et B aux trajectoires de ces deux points, et 

(♦) T. IV, 1880, p. 483. 
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E le point où AB touche son enveloppe, 

d(A) _ AE . AT 

^ d(B) ~ BE . ET " 

Cette formule est attribuée à Newton. 

Lorsque la droite AB se déplace parallèlement à une 
direction fixe, la formule précédente devient 

^ ^ d(B) ~ BT • 

Si les normales en A et B aux trajectoires de ces deux 
points coupent respectivement en a et p la normale à la tra- 
jectoire de la droite AB, c'est-à-dire la perpendiculaire 
élevée à AB par le point E, on a 

d{A) _ A^ 

^ ^ d{h) ~ Bp • - 

Ces formules, jointes à quelques propositions bien connues 
de géométrie élémentaire, nous suffiront pour établir les 
théorèmes que nous avons en vue. 

II. — Soient a, 6, c (fig. i) les côtés, prolongés indéfini- 
ment, du triangle ABC; a\b',c^ les parallèles à ces côtés 
menées par le centre du cercle circonscrit. 

Prenant un point M sur le cercle circonscrit,, et abaissant 
de ce point les perpendiculaires MP, MQ, MR sur les trois 
côtés, nous obtenons la droite de Simson RPQ relative au 
point M, et que nous désignerons par d. 

Soient E le point où cette droite d touche son enveloppe, 
ST la tangente au cercle circonscrit au point M. Considé- 
rons le triangle variable MRQ. Les côtés MR et MQ, restant 
perpendiculaires respectivement aux droites BG et AC, ont 
une direction fixe. L'application de la formule (2) donne donc 

d(R) _ TR 

(/(M) ~ TM 
d(M) ___ SM 

rf(Q) ^ SQ ' 
si les droites MR et MQ coupent la perpendiculaire élevée 
en E à la droite d aux points y et P, la formule (3) donne 

d(Q) _ Qg 

d(R) ~ Rv • 

JOURNAL DE M\TH, ÉLÉM. 1885. 1 



10 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Des formules précédentes nous déduisons 

Qp _ TM . SQ 
Ry "" TR . SM' 




Joignons le poiot M au centre du cercle circonscrit. 
Nous ayons en appelant P', Q', R' les points de rencontre 
respectifs de MP avec c', de MQ avec b\ de MR avec a\ 

TM_ MO SQ _ MQ' 

TR "■ MR' SM "^ 



MO ' 



donc 



Qp _ mq; 

Ry "" MR' 



ou 



QP _ Ry 

MQ^'^MR" 
Projetons orlhogonalement les points P',Q',R',en P'', Q", R'' 
sur la parallèle d' menée par le point M à la droite d ; nous 
avons 

Qt — ^ Ry __ ER 

MQ' "" MQ'' MR' ~ MR'*' 
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par suite : 

EQ _ ER 

MQ' "" MR' 

EP 
On verrait de même que le rapport =rr^ est égal aux deux 

précédents; on a donc, en somme : 

EP _ EQ _ ^ER 

MF "" MQ' "" MR" 
égalités qui montrent que les droites PP", QQ', RR' concou- 
rent en un même point Y de la droite ME; de là ce théorème: 

Théorème I. — Si les perpendiculaires MP, MQ, MR, 
abaissées du point M sur les trois côtés c, b, a, coupent respec- 
tivement auxpoints P', Q', R' les droites c', b', a'; et si les projec- 
tions orthogonales de ces points sur la parallèle d! à là droite d 
menée par le point M, sont P', Q', R': 

1** Les droites PP', QQ", RR' concourent en un même point Y ^ 

2® La droite qui joint ce point Y au point M passe par le point 
ou la droite de Simson d correspondante touche son enveloppe. 

On simplifie la construction en remarquant que les points 
R'> Q', P', d'oîi peuvent se déduire les points R, Q, P, sont à la 
reacontre des droites a\ b\ c' avec le cercle qui a OM pour 
diamètre. (A suivre.) 



■^-itWT^-^iTf » ■ m i^-^i^— ~*T'^<W>»»'— ^l^-IF^— — ^^*— >^»P^— — — — »*^W»i^^>^— ^ 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. G. de lionschamps. 



Nous nous proposons, dans le travail que nous entrepre- 
nons ici, de résoudre, avec la règle seule ou, dans d'autres 
cas, avec la règle et l'équerre, quelques problèmes de la 
géométrie pratique. 



12 JOUBNÀL DB MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Cet ouvrage est divisé en deux parties. Dans la première, 
nous nous occupons surtout d'exposer les principes théo- 
riques qui seront utilisés dans la suite de Touvrage ; puis 
nous les appliquons au tracé de quelques courbes célèbres. 
Dans ràutre, nous développons les solutions que comportent 
certaines questions que soulèvent l'arpentage et l'art de la 
guerre (*). D'ailleurs, les démonstrations des principes sur 
lesquels nous basons nos constructions, n'exigent, pour 
êtte comprises, que la connaissance de la géométrie élé- 
.men taire: ce n'est qu'à de rares occasions que nous avons 
fait un emprunt très court aux notions supérieures. 

Avant d'entrer dans notre sujet, une analyse un peu dé- 
taillée du livre qui nous parait se rapprocher le plus de 
celui que nous allons écrire fera mieux apprécier la portée 
de celui-ci, l'intérêt qu'il comporte et le but que nous 
nous sommes posé. 



(*) Ce travail paraîtra régulièrement dans ce journal ; mais, pour empiéter 
le moins possible sur les autres articles, nous serons dans l'obligation de 
faire durer quelque temps cette publication. Dans ces conditions, et pour 
qu'on suive mieux la chaîne qui relie les uns aux autres ces articles inter- 
rompus, nous croyons utile de faire connaître ici le plan général de notre 
livre, en nous bornant toutefois aux énoncés des points principaux qu'il 
traite; 

Première partie. — Préface, développements bibliographiques. — Théorie 
des transversales. — Théorèmes divers. — Transversales et points réciproques. 

— Étude géométrique de quelques courbes célèbres. — L'ellipse. — L'hyper- 
bole et la parabole. — Tracé de ces courbes, point par point, au moyen d'une 
équerre. — Tracé de leurs tangentes. 

La cissoïde. — La strophoïde. — Les conchoïdes; le limaçon de Pascal et 
la conchoïde de Nieomède. — La lemniscate de BernouUi. — Le trident de 
Newton. — Générations diverses de ces courbes. — Leur tracé, point par 
point, avec U -règle -et l'équerre. — Construction de la tangente, le point de 
contact étant donné. 

Deuxième partie. — Application des jalonnements, de l'équerre et de la 
fausse équerre à l'arpentage et aux problèmes que soulève l'art de la guerre. 

— Problèmes solubles avec des alignements. — Partager une droite en n 
parties égales; méthode de Servois, méthode de M. Cremona. — Mener 
par un point une parallèle à une ligne inaccessible. — Construction du 
conjugué harmonique. — Prolonger une droite au delà d'un obstacle: 1* par 
des aUgnements ; 2*» par le moyen de l'équerre. — Méthode de Reye; appli- 
^cation d'un porisme, pour résoudre ce problème; solutions nombreuses qu'il 
comporte. — Distance d'un point à un point inaccessibte ; méthode de Schooten ; 
sblutionâ diverses. — Méthode rapide pour partager une droite donnée, ©n 10* 
100,... parties égales. —Établir des batteries dont les feux convergent sur 
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L*ouvrage auquel nous venons de faire allusion est dû à 
Servois (*). Ghasles le cite, non sans éloges, dans son Aperçu 
historique (**) et dit à propos de lui : « Passons aux autres 
ouvrages qui, après ceux de Monge et de Garnot^ ont servi 
le plus utilement la science. 

» Tels nous paraissent être : 

» L'intéressant essai de la géométrie de la règle, où 
M. Servois, après avoir réuni les théorèmes principaux de 
la théorie des transversales, en montre les usages en géo- 
métrie rationnelle, pour la démonstration des propositions, 
et dans la géométrie pratique, pour résoudre sur le terrain, 
par des alignements, les différents problèmes qui se pré- 
sentent surtout à la guerre, etc.... » 

Ces quelques lignes, que nous empruntons à V Aperçu his- 
toriquey résument bien le livre de Servois; mais il nous 
parait utile d'analyser cet ouvrage d'une façon plus explicite 
et nous voulons entrer dans des détails plus circonstanciés 
sur les poinis principaux qui s'y trouvent développés. 

La partie théorique du livre de Servois, son exposition des 
principes fondamentaux de la théorie des transversales, sont 
de peu d'importance ; elles n'offrent plus aujourd'hui, vu les 
démonstrations simples de la géométrie moderne, aucun 
intérêt. 11 n'en est pas de même de la partie pratique. 

_ I ■ I ■ Il 11 IL _ iir- T ' 

une droite dont les extrémités seules sont visibles. — Construction du che- 
min de sûreté dans le siège d'un fort. — Mesurer la longueur d'une^^ligne 
inaccessible; méthode de Servois; usage de la table qui donne, sous forme 
de fraclioDS décimales, les inverses des nombres entiers. — La traversée d'une 
rivièrç. — Le passage entre ddux forts dont la distance est plus petite que 
le double de la portée des pièces. — Usage du cordeau. — Élever des 
perpendiculaires avec la fausse équerre ou avec le cordeau, etc.. 

(*) Solutions peu connues de différents problèmes de géométrie pratique, 
pour servir de supplément aux traités connus de cette science; recueillies par 
F.-J. ServoiS) pi*ofesseur de mathématiques aux Écoles d'Artillerie. [A Metz, 
chez Devilly, libraire, rue du Petit-Paris ; et à Paris, chez Courcier, libraire, 
quai des Augustins, an XII.) 

Cet ouvrage est devenu extrêmement rare. Le seul exemplaire qui existe, à 
notre connaissance, appartient à la bibliothèque du dépôt des Fortifications,- 
au ministère de la guerre. C'est par l'intermédiaire amical de M. Laisant, et 
grâce à l'obligeance du général Brissonnet, que nous avons pu posséder peu 
dant quelques jours cet exemplaire. Nous leur en exprimons ici tous nos re- 
merciements. 

(•*) Chasles, Aperçu historique, p. 213. 



14 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Servois, comme professeur aux écoles d'artillerie, s'est par- 
ticulièrement préoccupé des applications de la géométrie à 
l'art de la guerre; il a cherché, et quelquefois trouvé avec 
bonheur des solutions simples, et vraiment pratiques, des 
problèmes principaux qui intéressent la guerre des sièges et 
les combats d'artillerie, a II est utile, dit Servois, surtout à 
la guerre, de pouvoir exécuter sur le terrain diverses opéra- 
tions géométriques, telles que: mesurer des dis tances y prendre 
des prolongements f mener des parallèles, etc., sans le secours 
d'instruments de prix qu'on acquiert et qu'on transporte diffi- 
cilement, s 

Pour résoudre ces différents problèmes, Servois accorde 
les jabns, Véquerre d* arpenteur ^ le cordeau et la chaîne. Mais 
à propos de ce dernier instrument, il dit: « Le chaîner, s'il 
est permis de s'exprimer ainsi, exige beaucoup de temps et 
de soin ; tandis qu'on peut toujours prendre des alignements 
avec exactitude et célérité. C'est pour ce motif qu'il pro- 
pose, très sagement à notre avis, de multipler les alignements, 
en diminuant les chaînages. 

Aux instruments que nous avons cités, Servois ajoute 
encore ce qu'il nomme la fausse équerre. Par fausse équerre, 
Servois entend la figure formée par deux droites formant un 
angle fixe, différent de l'angle droit, et, après avoir montré, 
à plusieurs reprises, tout le parti qu'on peut tirer de cet 
instrument, Servois termine son livre en disant : « Ce n'est 
pas sans raison que j'ai si souvent fait observer qu'on pou- 
vait remplacer l'équerre par là fausse équerre. C'est qu'on 
peut partout, et sans frais, se procurer la dernière; deux 
traits de scie en croix, sur la tête d'un piquet, font tout 
l'instrument. » 

Comme le fait encore observer Servois, la fausse équerre 
partage avec l'équerre ordinaire le mérite de fournir le 
moyen de répéter, autant de fois que l'on veut, le même 
angle; d'ailleurs, la fausse équerre peut au besoin, rem- 
placer complètement l'équerre ordinaire, puisqu'il est 
possible, avec celle-là, d'abaisser ou d'élever des perpendi- 
culaires. 

Quant aux arcs de cercle décrits sur le terrain, Servois 
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s'en refuse systématiquement Tusage et il dit à ce propos, 
dans sa préface : ce J'ai eu l'attention particulière de ne me 
jamais servir de la chaîne, comme compas; c'est-à-dire de 
ne jamais déterminer la position d'un point sur le terrain 
par rintersection de deux arcs de cercle, ou d'une droite 
et d'un arc. » Et plus loin, dans le corps de l'ouvrage, 
Servois revenant sur les constructions où l'on fait usage 
des arcs de cercle, dit encore : 9 Si les rayons des arcs sont 
petits, l'opération manque de justesse; s'ils sont très grands, 
l'opération est presque impossible. » 

On voit suffisamment, par les citations qui précèdent, 
quelles sont les idées pratiques qui ont présidé à la compo- 
sition du livre de Servois. Si nous ne nous arrêtons pas 
davantage à l'analyse de cet ouvrage, c'est que nous aurons 
occasion, à plusieurs reprises, d'indiquer dans la suite de 
cet ouvrage certaines solutions proposées par Servois et 
dont quelques-unes, peu connt^es, même aujourd'hui, méri- 
tent, il nous semble, d'être mises en lumière. 

L'ouvrage de Servois, livre ingénieux et plein de ce bon 
sens pratique qui se trouve là si bien à sa place, a été pré- 
cédé de nombreuses publications analogues. Nous citerons 
d'abord comme plus particulièrement dignes de remarque le 
traité de Schooten et celui de Mascheroni. 

Le livre de Schooten (*) est, d'après Ghasles (**), le pre- 
mier exemple de cette géométrie qui se propose la solution 
de certains problèmes par la ligne droite seulement, géométrie 
que Brianchon a cultivée au commencement de ce siècle et 
qu'il a nommée la Géométrie de la règle. 

L'ouvrage de Schooten, sauf un ou deux points que nous 
ferons connaître, n'aborde qu'un très petit nombre de pro- 
blèmes et les solutions qu'il expose sont généralement lon- 
gues et peu élégantes. De plus, il présente, et Servois est 



(*) Fbancisci a Schooten, Eaoercitationum mathematicarumj liber II. D 
constructione problematum simpliciam geometricoram, sen, quae solvi possun 
duceodo tantum rectas linèas. (Lugduno-Batavia, 1656.) Cet ouvrage est moins > 
rare que celui de Servois : on en trouve, notamment, un exemplaire à la b i- 
bliolhèque de l'École Polytechnique, et un autre à la Bibliothèque nationale. 

(**) Aperçu historique 98. 
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tombé dans la même erreur, un cercle vicieux dont nous 
devons dire ici un mot. 

Schooten dit à la première page de son livre : « Postule- 
tur : ad datum punctum in data recta indefinita réctam 
lîneam coUocare, datse rectse terminatse aequalem. » 

Or, porter sur une droite donnée, à partir d'un point 
donné, une longueur déterminée est une opération qui ne 
peut, en général, être effectuée qu'avec l'aide du compas. 
Cette règle souffre des exceptions que nous aurons occasion 
de signaler, notamment lorsque la longueur déterminée est 
parallèle à la droite sur laquelle il faut les porter ou lors- 
qu'elle est inclinée sur celle-ci d'un angle égal à 6o«. Mais 
la règle, telle que l'entendaient Schooten et Servois, ne 
permet pas de résoudre la construction précédente, et il y a 
là une erreur qui vicie quelques-unes des constructions in- 
diquées par ces deux auteurs. Pour lever cette difficulté — 
mais nous reviendrons dans la suite sur ce point délicat — 
il faut prendre la règle dans un sens nouveau et qui a été 
formulé par le général de Goatpont (*), dans les termes sui- 
vants : c( Je définis, ditril, règle une lame offrant deux côtés 
rectilignes et parallèles, permettant de tracer des parallèles 

équidistantes. » 
Le livre de Mascheroni (**) semble avoir disparu; du moins 



(•) Nouvelle correspondance mathémathiquey juin 1877. — Voyez aussi, 
à propos de cet article, une note du major de Tiliy; Nouvelle Correspondance ^ 

1879, p. 439. 

{**) Mascheroni a composé deux traités do géométrie pratique; celui auquel 
nous faisons allusion ici est une Géométrie de la règle (problèmes pour les 
arpenteurs avec différentes solutions; Pavie, 1793). Il a été traduit en français 
au commencement de ce siècle. L'autre livre de Mascheroni, la Géométrie du 
compas cité par Chasles dans Y Aperçu historique, est plus connu ; il a pour 
litre- Géométrie du compas par L, Mascheroni; ouvrage traduit de Titalien 
par À. M. Carrette, officier du génie à Paris, chez Duprat, libraire pour les 
mathématiques, quai des Augustins ; an VI. 

C'est à propos de ce livre que Chasles [lib. cil,, p. 214) fait connaître les 
détails bibliographiques suivants : 

« L'occasion se présente ici de faire mention de la Géométrie du compas de 
Mascheroni (ann. 1797), ouvrage original et curieux, qui a pour objet la 
résolution, par le compas seulement, des problèmes que l'on résout ordinai- 
rement par la règle et le compas. Cette géométrie est plus riche et plus étendue 
que celle de la règle, parce qu'elle embrasse les problèmes du second degré 
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est-il très rare et il nous a été impossible de voir un seul 
exemplaire de ce traité. Mais Servois a fait, dans Tçuvrage 
que nous avons analysé tout à l'heure, de nombreux emprunts 
à cette géométrie, et par eux on peut se faire une idée suf- 
fisante des méthodes ou procédés employés par Mascheroni. 
Après Schooten, Mascheroni et Servois ; après Lambert (*) 
quia précédé Servois et qui doit être cité ici, les publications 
que nous pouvons signaler comme présentant un point de 
contact avec la géométrie de la règle sont : 1® le mémoire 
de Brianchon (**) et 2^, dans Tépoque tout à fait moderne, 
les ouvrages de MM. Reye (***), Favaro (****) et Gre- 



qui sont tous ceux ^ui forment le domaine de la géométrie ordinaire. 
Mascheroni fait voir qu'elle s'applique aussi, avec facilité, à la solution 
approximative des problèmes qui dépendent des sections coniques et d'une 
géométrie plus relevée. 

» Des essaie du même genre que la géométrie de la règle et de celle du 
compas, et qui tiennent pour ainsi dire le milieu entre les deux, avaient déjà 
occupé, longtemps auparavant, de célèbres mathématiciens. Cardan, le premier 
dans son livre De subtilitate, avait résolu plusieurs problèmes d'Ëuclide par 
la ligne droite et une seule ouverture de compas, comme si l'on n'avait, dans 
la pratique, qu'une règle et un compas invariable. Tartalea ne tarda pas à 
suivre son rival sur ce terrain, et étendit cette manière par de nouveaux 
problèmes. (General trattato di numerij e misure; 5""* parle, libre terzo; 
in-fol. Venise, 1560.)Enûn, un savant géomètre'piémontais, J.-B. deBenedictis, 
en fit l'objet d'un traité intitulé : Resolutio omnium Euclidis problematum 
aliorum^que ad hoc necessario inventorum, unà tantum modo circini data 
aperturâ; in-V, Venise, 1553. » 

En rapprochant ce passage de l'Aperçu historiqw^ des articles que nous avons 
cités plus haut et qui sont dus au général de Coatpont, et au major de Tilly, on 
reconnaîtra que l'idée de Cardan (une règle tt un compact invariable) revient 
à celle-ci, une règle plate à bords parallèles. L'erreur de Schooten et de Ser- 
vois que nous avons signalée tient justement à ce fait qu'ils ne s'accordaient 
pas : soit une ouverture de compas, comme l'ont voulu Cardan et ses imita- 
teurs ; soit une dimension dans la règle, comme l'a proposé le général de Coatpont. 

(*) Perspective de Lambert, 1759 et 1773. La seconde édition renferme 
plusieurs propositions intéressant la géométrie de la règle. 

(**) Mémoire sur V application des transversales. Ce mémoire cité par Chasles 
(Ap, h., p. 214) ne doit pas être confondu avec celui qui existe dans la 
Correspondance sur V École Polytechnique ^ t. II, p. 383; ni avec la note qui 
parut au Journal de l'École Polytechnique, cahier XIII, 1806, dans laquelle 
Brianchon expose le théorème corrélatif de l'hexagramme de Pascal. 

(***) Leçons sur la géométrie do position, 2 vol. par le D' Th. Reye, 
professeur à l'Université de Strasbourg; traduites de l'allemand par 0. Che- 
min, ingénieur des ponts et chaussées, répétiteur à cette école. (Paris, Dunod, 
1881-1882.) 

(****) Leçons de statistique graphique, par Antonio Favaro, professeur à 
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mona (*). Nous aurons occasion de citer ces auteurs dans 
le courant de ce livre, quoique rarement, l'idée qui nous 
dirige dans ce travail et que nous avons exposée plus 
haut n'étant pas absolument celle de la géométrie projective, 
laquelle n'admet pour les solutions des problèmes qu'elle 
se pose que l'emploi de la règle ordinaire, ou, sur le terrain, 
que celui des jalons et des alignements. (A suivre.) 

CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Catalan, 

Un mot à propos du travail de M. Calinon, travail 

beaucoup trop long (à mon avis). Les objections contre les 
mauvaises définitions des incommensurables, des longueurs, 
des aires, des volumes (ou plutôt contre l'absence de défini- 
tions) me semblent fondées ; mais elles ne sont pas neuves. 

Dans la première édition de mes Éléments de Géomé/ne (1843), 
j'ai donné, le premier, toutes les notions que votre jeune 
collaborateur réinvente aujourd'hui. Dès 1839, à Sainte- 
Barbe, j'enseignais ceci : 

La racine carrée de 2 est la limite des nombres dont les carrés 
ont pour limite 2. 

Naturellement, on a crié au Révolutionnaire ; mais peu 
après, on lui a pris ses idées, et on les a introduites, sans 
citer Fauteur, dans une foule d' Arithmétiques el de Géométries. 

Si M. Calinon avait lu mon petit Manuel d'Arithmétique 
et d'Algèbre, il y aurait vu, par exemple, Isl définition de 

(a — b)(c — d). 

Si vous pouvez faire paraître ces quelques lignes, dans, 
votre prochain numéro, vous obligerez... 
Liège, 22 décembre 1884. 



l'Université royale de Padoue, traduites de l'italien par Paul Terrier, ingénieur 
des arts et manufactures. (Paris, Gauthier-Villars, 1879.) 

(*) Éléments de géométrie projective, par Luigi Cremona, directeur de l'École 
d'application des Ingénieurs à Rome; traduits avec la collaboration de l'auteur 
par Ed. Dewulf, chef de bataillon du génie. [Paris, Gauthier-Villars, 1875.) 
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Extrait d'une lettre de M. Poujade. 

... On peut modifier la démonstration de M. Galinon (*) 
de la manière suivante (**). 

Soit AA' le diamètre suivant lequel se coupent le plan du 
cercle et celui de sa projection, OB rayon perpendiculaire 
à AA', b la projection de B. 

Faisons AOK = OBb et menons en K l'ordonnée KF, la 

tangente KD. On a OF . OD = ÔÂ? et je dis que 

AF _ c 

DA ~ a' 

En effet, menons KA ; c'est la bissectrice de l'angle KFD 

el- l'on a 

AF __ KF _ OF _ c 

ÂD "" KD "" OK "" a' 

Le reste comme il a été indiqué au Journal, 

BACCALAURÉAT (NOVEMBRE 1884) 



MONTPELLIER 

Algèbre et géométrie. 

On donne une pyramide à base rectangle; le sommet se 
projette au centre de la base. Calculer les côtés 2x, 2y de 
cette base : en fonction de la hauteur h, de la diagonale 2a 
et de la surface latérale 25 de la pyramide. 

Physique. 

Calculer le poids du mercure qui sort d'un thermomètre 
à poids pour une élévation de température de 1®. On désigne 
par a le coefficient de dilatation absolue de mercure et par 8 
le coefficient de dilatation linéaire du verre. 



(*) Voyez: Journal de Mathématiques élémentaires ; 18S4, p. 235. La 
lettre de M. Poujade se rapporte au passage des lignes 12 et suivantes, à la 
page citée. 

(*•) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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BACCALAURÉAT 

IML L'ENSKIGNEMENT SECONDAIRE SPÉCIAL 

(Octobre 1883.) 



TOULOUSE 



Calculer les côtés et les angles d'un trapèze isoscèle dans 
lequel on connaît le périmètre 2p, la longueur d de chacune 
des diagonales et l'angle 2a de ces droites. 

Discuter les conditions de possibilité du problème : soit 
géométriquement, soit à IJaide de la solution trigonométrique 
demandée. On représentera la petite base BG par 2a?, la 
grande base AD par 2t/, chacun des côtés non parallèles 
par z et l'angle inconnu CD A par 9. 



QUESTION 124 

iiolution par M. J. GHAPRort, aspirant répétiteur aa Lycée de Versailles. 



On donne deux circonférences C et C tangentes au point A ; 
soit D la tangente en ce point A ; soient D^ et D" te* tangentes 
paî^alléles à D. Prenons sur D un point mobile M et menons par 
M les tangentes à G et G \ ces droites rencontrent D' en P et 
D" et Q. Les droites qui joignent les points P ef Q aux centres 
respectifs des circonférences C et G se coupent en un point I. 
Démontrer que le lieu de ce point est une droite. (G. L.) 

Les droites CM et CQ, CM et GP sont rectangulaires. 
D'ailleurs, si un quadrilatère MGIG' a ses deux angles C, G 
droits, les deux autres sommets M et I se projettent sur la 
diagonale GG', à égale distance de son milieu. 

Le lieu du point I est donc une droite symétrique de D, 
par rapport au milieu de GG^ 

Nota. — Ont résolu la même question: MM. Lemès et Vigarié, au lycée 
de Toulouse; Laurent Dye, au collège d'Embrun; Fitz-Patrick, au lycée 
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d'ADgoulême ; Aubry, au lycée de Douai; Blessel, conducteur du service mu- 
nicipal de la yille de Paris ; Taratte, élève au lycée d'Évreux ; J.-B. Perrin, 
maître répétiteur au petit lycée de Clermont-Ferrand ; Bemheim, élève au 
lycée de Besançon; Paul Bourgarel, àAntibes. 



. QUESTION 136 

Solution par M. Emile Vigarié, élève au Lycée Saint-Louis (classe de 

M. Yintejoux). 



On donne un cercle A et une tangente A'. Soit le centre du 
cercle; on mène par une demi*drotte qui rencontre A en Â, 
et A' en A'. Soit I le conjugué harmonique de par rapport à 
ÂA\ Ayant projeté I sur A' en B, on mène BA. Démontrer 
que BA passe par un point fixe, (G. L.) 

Prolongeons BA jusqu'à sa rencontre en F avec le dia- 
mètre perpendiculaire à la tangente donnée. 
Les deux triangles semblables BAI, FAO donnent 

BI _U_ 

OF "" OA* 
Le point I étant le conjugué harmonique du point par 
rapport à AA', on a 

OA _ JA , i^ _ lA. 

ÔT " LV ^^OA' "■ OA' * 
par suite 

OF~OA" 
Or, les deux triangles semblables A'BI, A'CO donnent 

m _ I£ 
CO "" OA' 
d'où l'on conclut 

GO = OF. 
Ainsi, toutes les droites Bk passent par un point fixe F, 
situé à Textrémité du diamètre perpendiculaire à la tangente 
donnée. 

Nota. -* La même question a été résolue par MM. Louis Simon, au 
collège Chaptal; Millot, au lycée de Ghaumont; J. Ghapron, aspirant répéti- 
teur au lycée de Versailles ; Taralte, élève au lycée d'Evreux. 
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QUESTION 140 

Solution par P.-N. Panaitescu, élève aux Instituts-Unis, à Jassy (Moldavie), 



Si d'un point pris sui^ la circonférence de diamètre AB, 
comme centre^ on décrit une circonférence tangente à AB, les 
tangentes à cette circonférence issues des points A et B sont 
parallèles, (L. Lévy.) 

Pour cela, il suffit de démontrer que les bissectrices des 
angles A et B sont perpendiculaires. En effet, la bissectrice 
de Tangle A est AO, et la bissectrice de l'angle B est BO. Mais 
le point se trouve sur la circonférence G et l'angle AOB 
est droit parce que ses côtés passent par les extrémités du 
diamètre AB. 

Nota. — La même question a été résolue, d'une façon analogue, par 
MM. Desticker, élève au lycée de Douai ; Chapellier, élève au lycée de Nancy ; 
Raymond Vidai, surnuméraire des contributions directes à Valence; Millot, 
lycée de Chaumont ; Voignié, lycée de Nancy ; J.-B. Perrin, maître-répéti- 
teur an lycâe de Clermont-Ferrand ; J. Ghapron, aspirant-répétiteur au lycée 
de Versailles ; Ë. Mazeman, élève au lycée de Lille [classe de M. Lefebvre) ; 
J. Delpiron, au collège Chaptal ; Auguste Tessier, élève au lycée de Nice ; 
Jules Iluré, au collège de Montargis ; Louis Leboisae, élève au lycée du Mans. 

M. E. Vigarié, élève au lycée Saint-Louis, y ajoute quelques remarques 
intéressantes. 

Il fait observer, entre autres choses, que l'axe radical des deux cercles 
coupe l'ordonnée du point en un point dont le lieu géométrique est une 
ellipse. 



QUESTIONS PROPOSEES 



166. — Si A, B, C sont les angles d'un triangle, les 
angles X, |x, v, que font entre elles les médianes de ce 
triangle, sont donnés par les formules : 

COtg A — 2C0tg B — 2C0tg G 

cotg A = ' , 
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COtff B — 2C0tg C — 2C0tff A 
COtg IX = ^ 2—, 

__ COtg G — 2C0lg A — 2C0lg B 
COtg V — : : - '. 

(Hadamard ) 

167. — On donne un cercle de diamètre AB, deux 
tangentes parallèles AP, BQ, une troisième tangente mobile 
PQ et un point fixe G sur le diamètre. 

On abaisse OD, OE respectivement perpendiculaires sur 
PG, QG; la droite DE coupe AB en F. Enfin on élève GG 
perpendiculaire à AB, cette droite coupe la circonférence 
en G,. 

Démontre que ; 

i® Le point F est fixe; 

2° La droite GF est la médiane antiparallèle du triangle 
GOC. (Vigarié.) 

168. — Soient A, A' deux parallèles et A' la parallèle 
équidistante ; soit aussi AA' une perpendiculaire comme à 
A et à A'. 

Ayant pris un point M, arbitrairement, dans le plan de 
ces droites, MA et MA rencontrent A", respectivement aux 
points B et G. On projette B en B' sur A'; et G en G' sur A. 
Démontrer que les trois points G', M, B' sont en ligne droite. 

Généraliser cette propriété qui est projective. 

(G. L.) 

169. — Résoudre et discuter l'équation : 

sin (45^ + 3 I) = A sin (^^b^ — -Y 

(G. L.) 

Erratum (n« de décembre 1884). — Question 125, p. 272, I. 7 (en remon- 
tant), lisez 

8d' 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Lespès et E. Vigarié, 
élèves an lycée de Toulonse. 
La question 114 a été résolue par M. P. Bougarel, à Antibes. 
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AVIS 



Nous rappelons à nos lecteurs que les solutions qu'ils 
nous envoient doivent porter en tète : 

Le numéro de la question; 

Le nom de l'auteur de la solution, ainsi que rétablissement 
auquel il appartient; 

L'énoncé complet de la question proposée* 

De plus, s'il y a des figures celles-ci doivent être faites 
avec beaucoup de soin et sur des feuilles à part. 

Enfin, nous prions nos lecteurs de mettre les diverses 
questions sur des feuilles séparées et de n'écrire que d'un 
seul côté, pour faciliter le classement des solutions, et éviter 
des oublis ou des erreurs. 

Ces solutions sans aucun avis d'envoi peuvent être adresr 
sées sous bande ou sous enveloppe ouverte. 



Le l>irecteur-(iérant, 

G. de LONGGHAMPS, 



IMPRIMERIE CENTRALE DbS CHKMl^^i DB P< R. — IMPKIMKKIK CHAIX. 

KDE BEKORHJi, 20» l'AUis, — i:)76-5. 
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ÉTUDE ÉLÉMENTAIRE D'ANALYSE INDÉTERMINÉE 

DU SECOND DEGRÉ 
Par M. PerrenC* 

{Suite, voir p. 3.) 



CHAPITRE V 

TRANSFORMATION DE l'ÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ. — 
RÉSOLUTION DE CETTE ÉQUATION DANS LES HYPOTHÈSES b* — ^OC 

= ET 6« — 4ac <Z 0. 

54. — Avant de réduire Téquatiou générale du second 
degré, à deux variables, 

ay* + bxy + ca;* + d^ + /^ + tf = 0? (*3*) 
à une forme plus simple, nous allons examiner un cas par- 
ticulier. 

Supposons que Tun des carrés fasse défaut dans cette 
équation; soit c = o. Uéquation se réduit à celle-ci : 

ay* +bxy + dy + fx + g = o, (132) 

d^où Ton déduit 

^_ qy' + dy + g 
^"" ày+f . 

et, en effectuant la division : 

a af d b* b ~^ 

ou, en multipliant par b* : 

b^x = -aby + af -bd- "^-*^+^X (134) 

b*x devant être un nombre entier, le binôme by -\- f devra 
diviser le nombre af* — bdf + b*g. 

On posera donc successivement by -{- f égal à chacun des 
diviseurs de ce nombre. 6i Ton trouve ainsi une valeur 

JOURNAL DE M4TH. ÂléM* 1885. 2 
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entière pour y, et si la valeur correspondante de x est éga- 
lement entière, on connaîtra une solution de la proposée. 

LiB nombre de ces diviseurs étant limité, celui des solu- 
tions, s'il en existe, sera toujours limité. 

55. — Si cependant le numérateur af* — bdf + f>*g était 
nul, réquation deviendrait 

{b-x + aby -af + bd){by + /) = o, (135) 
par l'élimination de g, et on pourrait annuler Tun ou l'autre 
des deux facteurs. 

On obtiendrait ainsi, soit une valeur fixe pour y, x étant 
entièrement indéterminé, dans le cas où b divise ^, soit un 
nombre illimité de valeurs pour y et x, lorsque Téquation 

b^x + aby — a/* + bd = o 
indéterminée du premier degré à deux inconnues, peut être 
résolue. 

56. — Ces deux genres de solutions peuvent même se 
présenter simultanément, ainsi qu'on peut s'en assurer 
par l'exemple suivant : 

2y« -|- 3a?t/ — 92/ — 6cc -}- lo = G. 
Cette équation, dont les constantes remplissent la condition 
a/** — bdf -f- b^g = o, peut être mise sous la forme 

(2y + 3a; — 5) (i/ — 2) = o. 
En annulant le premier facteur, on obtient les solutions 

y=i+3t 

a; = I — 2t 

et) en annulant le second facteur, on ob lient la valeur 

y = 2, qui n'est pas comprise parmi les précédentes, et x 

reste indéterminé. 

57- — Nous avons supposé, au § 54, que l'un des carrés 
manquait dans l'équation générale. 

Si les deux carrés manquaient en même temps, il suffirait 
de faire a = o dans l'équation (134); les conclusions ne 
seraient pas modifiées, et le terme fractionnaire se réduirait 
à 

b^g ^ bdf 

by + f ' 
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Si le numérateur de cette fraction était nul, 6 ne pouvant 
être supposé nuJ, parce qu'alors la proposée ne serait plus 
que du premier degré, on aurait 

bg — df=zo. 

la proposée, qui serait d'abord réduite, par Télimination 

de g, à 

b*xy + bdy -f bfx -j- df= o, 

pourrait être mise sous la forme 

(by + f) (bx + d) = o. 

Suivant les cas, elle n'admet aucune solution; ou elle 
peut être résolue par une valeur fixe de Tune des inconnues, 
l'autre restant indéterminée ; et même, si b divise à la fois 
d et f, Tune quelconque des deux inconnues devient entière- 
ment indéterminée, l'autre ayant une valeur fixe. 

Dans ce dernier cas, si les constantes de l'équation ont 
été débarrassées de tout diviseur commun, le coefficient du 
rectangle xy se réduit à l'unité. 

58. — Mais, si 6 == o, en même temps que c = o, comme 
nous avons dû multiplier par 6* les deux membres de l'é- 
quation (133), la méthode que nous avons employée se trouve 
en défaut. 

Ce cas particulier sera résolu plus loin (§ 69). 

(A suivre,) 

NOUVELLES REMARQUES 

SUR LÀ DROITE DE SIMSON ' 

Par M« Haurice d'Ocagpne» élève ingénieur des Ponts et Ghausséeâ. 

{Suite j voir p. 8.) 



îtl. — Prenons encore un point M sur la circonférence 
circonscrite au triangle ABC et abaissons dé ce point les 
perpendiculaires MR et MQ sur les côtés BG et ACj ce qui 
nous donne la droite de Simson QR. Considérons le triangle 
variable MQR. Nous avons^ comme précédemment, d'après 
la formule (2), 
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d(Q) _ SQ 
d(M) SM 
d(M>_ TM ^ 
d(R) "" TR ' 
maintenant si E est le point où RQ touche son enveloppe, 
la formule (1) donne 

d(R) _ ER . CR 
d(Q) ~ EQ . GQ • 




Des formules précédentes nous tirons 

ER^ SM.TR. CQ _ GQ . sinTMR 
EQ SQ . TM . CR ^ GR .sin SMQ ' 
or, si nous tirons la droite QiRi, qui joint les points de ren- 
contre de MQ et de M R avec le cercle circonscrit, nous 
avons TMR = MQ^^ et SMQ = MR^^ (même mesure) ; 
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,, ... sin ÏÏQX MRt 

comme d ailleurs _ ._ =:----r-^j nous voyons que 

sin MR,Q, MQ, -^ ^ 

ER _ CQ . MR^ 

EQ ~" GR . MQi ' 
maintenant les angles AMB et QMR étant égaux, comme 
tous deux supplémentaires de Tangle AGB, il en résulte 
que les arcs AQi et BR^ sont égaux; par suite, ACQ^ = ÊCR^, 
et comme les triangles QGQi, RGRj sont tous deux rectangles, 

Tun en Q, l'autre en R, on voit que p^ = pp~ ; donc 

ER _ GQi . MR^ 
EQ "" CRi . MQi • 

Prenons alors sur le cercle circonscrit le point G^ tel que 
arc MBGi = ^^^ MAG ; nous appellerons ce point le symé- 
trique du point G par riapport au point M sur le cercle 
circonscrit. Tirons les droites GjQi et G,Ri qui coupent 
la tangente MT respectivement aux points S^ et T^. 

Les triangles MR^G et T^MQ^ sont semblables ; en effet, 
les angles MGR^ et MG^T^ sont égaux comme ayant même 
mesure ; de plus 

MT4G1 =" (arc MAGj — arc MBRj) 

= i (arc MAG + arc GG^ — arc MBR^) 
= - (arc MBGi + arc CGi — arc MBR,) 

= - arc Rfifi 

= R^MG. 
La similitude de ces triangles entraîne la proportiin 

MR4 _ MTi 

GRi ~ GiM' 
On verrait de même, dans les triangles MQiG et MCiS,. 
que 

GQ, _ G,M 
MQi ~ MS," 



30 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Par conséquent, 

ER _ MT, 

EQ "" MS/ 
De là ce théorème : 

Théorème II. — Si on prends -sur te cercle circonscrit, le 
symétrique Gj du sommet G par rapport au point M, et que 
Von joigne le point G^ aux points de rencontre du ceixle cir» 
conscrit et des perpendiculaires MR et MQ à BG et à AG, par 
des droites qui coupent en T^ et Si la tangente au cercle circon- 
scrit au point M, le point où la droite de Simson relative au 
point M touche son enveloppe divise le segment de cette droite 
compris entre les côtés BG et AG comme le point M divise le seg- 
ment TjSi. 

* 

IV. — Dans le cas oii le triangle considéré a l'un de ses 
angles droits, on a ce théorème plus simple : 

Théorôxne III. — Le point où la droite de Simsofi tou- 
che son enveloppe divise le seffment de cette droite compris entre 
les côtés de Vangle droit, comme le point correspondant divise le 
segment de la tangente au cercle circonscrit compris entre les 
mêmes côtés, 

Ge théorème est un cas particulier d'une proposition beau- 
coup plus générale que nous allons démontrer maintenant : 

Soient OP et OQ les coordonnées du point M, comptées sur 
deux axes quelconques Ox et Oy. Lorsque le point M décrit une 
courbe (M), la droite PQ enveloppe une autre courbe qu'elle 
touche au point E. La tangente à la courbe (M) au point M 
coupe Ox en T, Oy en S. On a 

EP_MT 
EQ ~ MS* 

En effet (fig. S), le triangle variable MPQ donne 
d(Q)_SQ^ d(M)_TM d(P) _ EP . PO 
d(M) "" SM' d(P) "~* TP' d(Q) ~ EQ . QO' 
d'oh Ton tire 

EP QO . TP . SM 

EQ~'PO . TM . SQ*' 



mais 



par suite, 
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QO_MT PO_MS 
SQ ~SM' TP"^TM' 
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G. Q. F. D. 



EP_MT 

EQ ~ MS" 

Lorsque l'angle œOy est droit et que la courbe (M) est un 
cercle passant 
par le point 0, 
on a le théo- 
rème ci-dessus 
énoncé. 

On peuttirer 
beaucoup d'au- 
tres consé- 
quences de ce 
théorème; nous 
n'en citerons 
qu'une : si la 
courbe (M) est 
une droite cou- 
pant Ox en TjOy en S, la droite PQ enveloppe une parabole 
tangente à Oo? en T et à Oy en S. On a ainsi une solution 
très simple du problème des raccordements paraboliques. 




o^ 



NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. llonbals» professeur à l'École du Génie, à Montpellier. 



Soit un triangle BAC et soit AAo la médiane relative au 

côté BC. On a 

AoB 



AoG 






Prenons AD = AB, et joignons BD. La médiane AAo ren- 
contre la droite BD en un point Eo tel que 

EoB_AG 
E.D "" AB* 
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Il soffit, pour démontrer cette égalité, d'appliquer le théo- 
rème de MénélaUs au triangle BDG coupé par la transversale 
AEoAo. Si donc, par le point Eo, on mène Eo AJ parallèle à 
AG, le point A'^ divisera le côté BG en deux segments tels que 

A;B _ AC 
a;C "" AB' 
Si Ton opère sur la droite A AJ comme sur AA», on obtiendra 
le point Ag, tel que 

A;B AG* 



AiG - ÂB*' 



et ainsi de suite. 




De même, si par Ao on mène A0E4 parallèle à AG, on 
obtiendra la droite AAj, qui est la bissectrice de Tangle A et 
le point Al donne 

AiB _ AB 

A,C "" AG' 

En continuant ainsi, on aura la droite AA, qui est la 
médiane antiparallèle, et le point A, tel que 

A,B _ ÂB* 
A,G-ÂG^' 

et ainsi de suite. 
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Le théorème qui fait l'objet de cette note, et que je crois 
nouveau, permet de diviser le côté BG en segments proppr- 
tionnels et inversement proportionnels aux puissances quel- 
conques des côtés adjacents (*). 



NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. Emile Vlir^rlé, élève aa Lycée Saint-Louis [classe de M. Yintéjoux). 



DROITES ET POINTS INVERSES 

MÉDIANE ÀNTIPARÀLLÈLE — POINT DE LEMOINE 

En 1863, dans une Étude de Géométrie comparée^ M. le 
colonel Mathieu (**) s'est occupé d'une méthode de trans- 
formation déterminée de la manière suivante. Par les som- 
mets d'un triangle on mène trois droites concourantes ; les 
symétriques de ces droites par rapport aux bissectrices issues 
des sommets du triangle sont aussi concourantes. Les droites 
symétriques par rapport aux bissectrices sont deux droites 
inverses; les points de concours sont deux points invei'ses; 
et chacune de ces droites, de même que chacun de ces points, 
est Yinverse de l'autre. 

Je me propose dans cette note de démontrer les. princi- 
pales propriétés d'une droite et d'an point inverse particulier 
qui sont remarquables par les conséquences que Ton peut 
en déduire. 

Parmi les travaux qui ont le plus contribué à en répandre 
la connaissance, je citerai ceux de MM. A. Mathieu, 
E. Lemoine, A. Morel, M. d'Ocagno, H. Brocard, en France, 
et de MM. J. Neuberg et Tucker, à l'étranger. 

[*) On peat consulter sur ce sujet une note de M. M. d'Ocagne {Nottvelles 
Annales de MathéniatiqueSf 3* série, t. II, p. 497). La solution de M. Boutais 
nous parait plus simple que celle qui est proposée, loc, cit. 

G. L. 

[*^] Nouvelles Annales de Mathématiques f année 1865. 

JOURNAL DE HATH. ÉLÉM. 1885. 2. 
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Les théorèmes qui vont suivre sont dus pour la plupart 
aux auteurs précités. J'en indiquerai cependant quelques- 
uns que je crois nouveaux ; j'en généraliserai d'autres et je 
terminerai ce travail par quelques applications. 

1. Définition. — Si je mène toutes les anfiparallèles 
d'un côté du triangle ABC, il est évident que les milieux 
des segments de ces droites, compris entre les deux autres 
côtés, sont sur une ligne droite qui passe par le troisième 
sommet; d'où le nom de médiane antiparallèle donné par 
M. E. Lemoine qui, le premier, a étudié ces droites (*). 




Les droites AM^, Aa qui joignent le sommet A au milieu 
de BG et dé son antiparallèle B'C sont deux droites homo- 
logues des triangles semblables ABC, ABC, donc 

MaAB = aAG. 

La médiane antiparallèle Aa est donc la symétrique de la 
médiane par rapport à la bissectrice issue du même sommet 
d'un triangle. De là, le nom de symédiane que M. d'Ocagne 
a proposé (**) de donner à cette droite. 

De cette définition on conclut que : 

Si l'on porte, sur le côté AB d'un triangle ABC, une lon- 
gueur égale à AG et sur le côté AG une longueur égale 



(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, 1883 (p. 450-464). 

(**) Association française pour l'ayancement des sciences. — Congrès de 
Lyon, 1873. — Congrès de Lille, 1874. — Nouvelles Annales de Mathémc^ 
tiques, année 1873. — Mathésis^ 1884. 
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à AB, la médiane antiparallële issue de A passe par le milieu 
de la droite ainsi obtenue. 

Cela donne un moyen facile de construire la médiane anti- 
parallèle. 

2. Théorème. — Les symétriques de la médiane â!un 
triangle par rapport aux bissectrices intérieures et extérieures 
se confondent. Autrement dit: Il n'y a qu'une seule médiane 
antiparallèle issue du sommet d'un triangle. 

Soient ABC un triangle AMa, AE, AE^, Aa la médiane du 
sommet A, les bissectrices intérieures et extérieures et la 
médiane antiparallële issue au même sommet; soient M^, 
E', a' des points pris sur les prolongements de ces droites 
dans le sens MaA, EA, aA, on a 

E^AMa = EiAE + EAMa 

E^Aa' = EiAE' + E'Aa' ; 
or 

EAMa=E'AM'a=E'Aa'; 
donc 

E^AMa =EiAa'. 

Aa, Aa' sont par suite dans le prolongement l'un de Tautre 
symétriques par rapport aux deux bissectrices. 

On peut observer que le théorème est général, c'est-à-dire 
qu'une droite issue du sommet d'un triangle n'a qu'une 
seule inverse. 

3. Théorôme. — Lorsque deux points sont situés sur deux 
droites inverses issues du sommet d!un triangle^ le produit de 
leurs distances aux côtés adjacents est le même» 

Soient uxo' deux points situés sur deux droites inverses 
AS, AR issues du sommet A du triangle ABC. Soient aussi 
(OaCû'a, Wbco'b, <i)c(i)'c los projectious de axo' sur les côtés du 
triangle. Les triangles semblables Aûxo^, AwVc; AcdWc, AcoV^ 
donnent 

(ûWf, Ao) (iXOe A(Ji) 

ù)'(i)'c Ao)' iû(ù\ A(i>' * 
Donc 

(ixoft X 0) V| = <i)<i)c X w'co'fl , 

Réciproquement r — Si deux points wo)' sont tels que 
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c*xi)c X (o'w'c = (aiah X <iy"(û'i, , les deux points w, <a sont sur 

deux droites inverses. 
Menons la droite Aw' inverse de Ao», co étant sur le pro- 
longement de (ù\(û\ Les deux 
triangles (oto^Wc, coVcCo'^ étant 
semblables, <t)c(i)by tù\ <o'b sontanti- 
parallèles. D'après Thypothèse 
les triangles axocCOb, (o'w^'cw'ft 
sont semblables et Wc^b, cd'ôw'c 
sont antiparallèles. 

Il en résulte que par un point 
(o'b on pourrait mener deux an- 
tiparallèles à une même droite ; 

* ^*^ "'^ * ce qui est impossible* Donc coco' 

sont sur deux droites inverses. 

REBfARQUE. — Deux poiuts inverses étant situés sur trois 
droites inverses, on a ; 

c'est-à-dire que : 

Les produits des distances de deux points inverses à 
Tun des côtés du triangle est le même pour les trois côtés. 

(A suivre,) 




VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. G* de lioni^clianips. 

[Suite^ voir p. 11.) 



CHAPITRE PREMIER 

CONSIDÉRATIONS SUR LES TRANSVERSALES 

La géométrie de la règle prend, assez souvent, pour base 
de? constructions qu'elle propose, certaines propriétés des 
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transversales. Les théorèmes auxquels nous faisons ici allu- 
sion et que nous invoquerons dans la suite de ce travail, 
sont, pour la plupart, bien connus et nous renvoyons, une 
fois pour- toutes, à leur sujet, aux ouvrages classiques; 
notamment, à Texcellent traité de MM. Rouché et de Combe- 
rousse. 

Néanmoins, avant d'aborder les applications que nous 
visons plus particulièrement dans ce livre, il nous parait 
nécessaire à la clarté des explications qui vont suivre, de 
rappeler ceux de ces théorèmes qui ont une importance plus 
marquée, ou qui donnent lieu, soit à certaines généralisations, 
sôit à des développements que nous croyons nouveaux ou 
peu connus. Nous consacrons ce chapitre et le suivant, à 
leur exposition. 

1. Théorème de Gergonne (*). — Lorsque trois droites 
partant des sommets d'un triangle ABC, concourent en un point 
et rencontrent les côtés de ce triangle aux points k\ B\ C\ on a 

OA/ .OB' .oc; _ • 

AA' "*" BB' "^ ce "~ '• ^^ 

Nous représenterons la position d'un point 0, dans le plan 
d'un triangle ABC, au moyen de trois nombres a, p, y 
que nous définissons ainsi : a représente la surface du 
triangle BOG; a est positif, lorsque le point est situé, par 
rapport à BG, du même côté que A; il est négatif dans le 
cas contraire. Gette convention s'étend aux nombres ^ et y; 
et, dans ces conditions, quelle que soit la position du point 
dans le plan ABG, on a toujours 

S désignant la surface du triangle ABG. 

Pour abréger le langago, nous dirons quelquefois que 

(*] Ce théorème fait partie des questions proposées daus les Annales de 
Gergonne (t. IX, 1818 et 1819, p. 116). Gergonne rapportant [loc. ciL, p. 277) 
la solution proposée par divers auteurs, pour ce théorème et pour son ana- 
logue dans Tespace, dit : <t Nous sommes tombés très simplement sur ces deux 
théorèmes en cherchant à décomposer une masse supposée réduite à un point 
en trois ou quatre autres situées au sommet d'un triangle ou d'un tétraèdre. » 
Gergonne avait ainsi retrouvé la méthode statique de Jean de Ceva, à laquelle 
nous faisons allusion un peu plus loin. 
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a, p, y représentent les coordonnées du point 0, relativement 

à la figure ABC. 

Ceci posé, nous avons 

OA' BOC _ a 

S' 
de même 

_ Y ' 
■ S' 

A 



AA' BAC 

OF __ p oc; 

BB "" b* CC' 




B X 

Fig. 4. 

Ces égalités entraînent la suivante: 

OA' . OB' . OG a ^- ? + Y 



A A 



' "^ QB' "^ ce 



S 



= i. 



Remarque. — Cette propriété est générale; elle est vraie 

pour tous les points du plan, en supposant que les rapports 

OA' OB' OC . ^ .,.. ■ ,.« . , 

TTf^ ^B'BT» 7T7i7 soiont positifs OU négatifs en même temps 

AA DD Ka C 

que les coordonnées a, p, v du point 0. 
2. Théorème de Chaales (*). — Dans tout quadrilatère la 



(•) Voyez Aperçu historique, p. 296. La démonstration proposée par Ghasles 
est une application de la méthode de Jean de Ceva, citée plus loin. Dans 
cette méthode, très ingénieuse et très féconde, on suppose placées aux points 
d'intersection des droites considérées, des forces parallèles dont les intensités 
sont inversement proportionnelles aux segments qui se trouvent sur les 
droites; puis, on applique les propriétés connues sur la détirmination du 
peint d'application de la résultante. 
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diagonale issue d'un sommet divisée par son prolongement 
jusquà la droite qui joint les points de concours des côtés opposés y 
égale la somme des deux côtés issus du même sommet, divisés 
respectivement par leurs prolongements jusqu'aux côtés opposés. 

Celte proposition que nous appliquerons dans la suite à 
la détermination de ^^ 

la distance d'un point 
donné à un point inac- 
cessible est la consé- 
quence immédiate du 
théorème précédent. 

Il faut pourtant 
observer que le mot 
somme Qsi pris ici dans 
son sens algébrique. 

Soit ABGD le qua- 
drilatère proposé. On 
peut considérer le 



point A comme étant 2 
situé à l'intersection 




Fig. %, 

de trois droites issues des sommets du triangle QGP; en 
appliquant le théorème I et en tenant compte, sur la figure, 
de la remarque énoncée plus haut, on a 

BA _ 
JUQ ' BP ~ ^' 



RA , DA 



Cette relation peut s'écrire 



AG + RG , DA 



RG 



DQ 



BA 
BP 






ou, encore, 



AG 
RG 



BA DA 



BP DQ 
Celte égalité constitue le théorème en question. 

3. Théorème — Les trois droites AA', BB', CC (*) qui 
concourent au même point déterminent sur les côtés du triangle 



(*) Voyez la figure (1). 



40 JOURNAL D£ IIATHÉHATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

ABC, trois points A.\ B\ G' qui donnent lieu à la relation 

a;b FG g;a_^ 

A'C • B'A • C'B — ' ^^' ^ ^ 

Les deux triangles BOA, GOA ont la même base OA; 
leurs surfaces sont entre elles dans le rapport des hauteurs 
correspondantes, rapport qui est le même que celui des seg- 
ments BA', GA'. 

D'après cela, nous pouvons écrire les égalités suivantes : 

:^ — — X?^ — — - ^ — ^ 1 

A'G "" y B'A"~ y' ^'^~ a* 

Ges relations sont écrites en supposant que le point 

est situé, comme le représente la figure, à l'intérieur du 

triangle ABG; dans cette hypothèse, les coordonnées a, p, y 

sont positives, et les rapports 

A^B B^G G^A 
ITG' B'A' G^B 
sont, au contraire, et conformément à la convention connue, 
négatifs. 

Nous avons donc, après avoir multiplié entre elles les 
égalités (A), 

A'B B'G G'A 



A'G • B'A ' GB 






4. Théorème — Si trois points A', B', G' situés sur 
les côtés d!^n triangle ABG donnent lieu à la relation 

A/B B^C G^^ _ _ 

A7G ' FA • G'B """■ ^' 
les droites AA\ BB', GG' sont concourantes. 

Gette proposition, réciproque de celle de Jean de Geva. se 

(*) C'est le théorème de Jean de Ceva. Ce théorème fondamental a été 
longtemps attribué à Jean BernouUi, parce qu'il a été énoncé et démontré 
par ce géomètre (Œuvres de Jean BernouUi, t. lY, p. 33) ; c'est sous ce 
nom qu'il est donné dans l'ouvrage de Serve is, cité plus haut. La démon- 
stration que nous venons d'exposer ne diffère que par la forme de celle qui 
a été donnée par Jean de Ceva dans son ouvrage : De lineis rectis se invicem 
secantibus staticA constructio (in-4', Milan, 1678). Nous avons substitué seu- 
lement à Vidée de force ^ employée par Jean de Ceva, Yidée de surface. Voyez 
Aperçu historique, p. 295. 
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r^.(3) 



démontre sans difficulté ; nous passons sur ce point sans 
nous y arrêter, parce que nous allons établir un théorème 
général qui donne, du même coup, dans un cas particulier, 
le théorème de Jean de Geva et sa réciproque. 
Voici cette généralisation. 

5. Théorème. — Soient A', B', C trois points quelconques 

pris sur les côtés ^ 

du triangle ABC; 

les droites AA', BB', c 

ce déterminent, par 

leurs intersections 

mutuellesy un tri- 
angle A'B'C, dont la 

surface S est donnée ^ ^ 

par la formule : rig, s. 

S ( I 4- uvw)* 

S ~" (i — V + uv) (i — u + uw) (i — w + vw)' 

dans laquelle, les quantités u, v, w représentent, en grandeur et 

en signe, les rapports 

AB BC G^A 

AC B'A' C'B* 

Calculons d'abord, au moyen des quantités données u, 
V, w, Ja surface des triangles 

BA'C, CB'A, ACT3. 
En observant que les deux triangles BA'C, AA'C ont la 
même base À'C, nous avons 

BA^C _ BC _ £ 
AA"C ~ kQ' ~ w' 
De même 

BA^G _ B^C _ 

BA'A ~ B'A ~" ^' 
En tenant compte de la relation 

BA'C + AA'C 4- BA^'A = S, 
ces égalités donnent, par combinaison, 

BA[G _ t; 

S I -f" ^ -f- ^^ ' 
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On trouve, pareillement, 

GB'A w 



S I -{- w -i- uw 

et 

u 

ACB = ; ■ . 

I + w + wy 
Si, maintenant, nous obseryons que 

2 = 8 — BA"G — GB''A — ACB, 
nous avons enfin, pour l'expression de S, en fonction de w,v,i^, 

S u V w 

S i -\- u -^ uv I -{- V -{- vw i-|-w>-f- um ' 

Si nous réduisons les diverses fractions qui constituent 
le second membre, au même dénominateur, nous trouvons, 
tout calcul fait, 

S - ( I — uvîc) 

S (i +w-(-uv) (i 4~^ + *^^) (i + ^ + ^^) 
Dans cette égalité, les nombres w, v, w sont pris en valeur 
absolue ; en tenant compte des signes, et en se conformant 
a ceux qui résultent de la figure ci-dessus^ on doit changer 
u, V, w, respectivement, en — u^ — v, — w ei Ton a bien la 
formule annoncée. 

6. Remarque. — L'égalité (3) donne, parmi les conséquences 
qu'elle entraîne, le théorème de Jean de Geva et sa propriété 
réciproque. 

Si l'on suppose que les droites AA', BB', GG' soient con- 
courantes, on a S = o, et, par suite uvw = — i ; rédpro- 
quement si, dans cette égalité, on suppose uvw = — i , on a 
S = G ; les droites AA, BB', GG' sont donc concourantes. 

7. Théorème. — Lorsqu'une transversale A rencontre les 
côtés d*un triangle aux points A', B^ G', on a la relation 

A;B FG £A_ 

A'G • B'A * G'B "" ^ ^ ^ 

Abaissons sur A, des sommets du triangle ABG, des 
perpendiculaires Aa, B6, Gc ; nous avons 

A;B__B6 FC_Gc Gk_Aa 

MG "" Ce' B'A ~" Aa' G'B ^ B6' 



rOUBNAL DE Mi^ THÉMATIQUES ÉLÉMENTAniBS 

Ces égalités entraînent la suiyante 

A^B B^G C^A _ 
A'G • B'A • G'B ■" '• 
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.^/"'' 2^ 



Ge théorème, comme on le sait, est attribué à Ménélaus (*). 
Sa réciproque est vraie et donne lieu à de nombreuses con- 
séquences. Mais, sans reproduire la démonstration très 
connue qui établit cette réciproque, nous allons, à Timila- 

(*) Méoélaûs, géomètre grec (v. 80 après J.-C.j Spherica, t. III, p. 1). On 
connaît de fui deux ouvrages ; Tan qai était relatif au calcul des cordes 
et qui a été perdu ; Tautre intitulé les Sphériques, dans lequel se trouve 
comme lemme la propriété en question. 

Ge théorème, si justement célèbre, était bien connu des anciens. On le 
trouve encore dans ÏAbnageste de Ptolémée et dans le VIIl* livre des œuvres 
de Pappus. (Voyez : Chasles, les trois livres des Porismes d*Eitclidey p. 107.) 
Ghasles dit à ce propos (loc, ciL) : «Il y a lieu de penser qu'Euclide lui-même 
faisait usage du théorème, et que c'est par cette raison que Pappus ne fait 
pas difficulté de l'employer dans ses lemmes, sans le démontrer .» Ghasles 
fait allusion ici aux trente-huit lemmes de Pappus qui ont servi à Si m son 
d'abord, à lui-même ensuite, à rétablir, avec une certaine probabilité, les 
trois livres des Porismes d'Euclide, 

Nous dirons Ici, à cette occasion, que, si ingénieuse que soit la reconsti- 
tution des livres en question, telle qu'elle a été faite par Simson et par Ghasles, 
cette longue suite de propositions ne nous parait offrir qu'un intérêt scienti- 
fique assez faible, parce que les théorèmes énoncés ne sont, pour le très grand 
nombre, que des corollaires, très multipliés, d'une proposition générale, 
unique, celle qui vise le lieu décrit par les branches correspondantes de deux 
faisceaux homographiques, ayant deux rayons correspondants coïncidents. Il 
reste, il est vrai, au livre en question, son grand intérêt historique, lequel 
est hors de contestation. 
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lion de ce que nous avons fait tout à l'heure pour le théo- 
rème de Jean de Ce va, donner un théorème plus général que 
celui de Ménélatis et, de ce théorème général, nous dédui- 
rons, dans un cas particulier, la proposition de Ménélatis et 
sa réciproque. 

8. Théorème. — Si ron prend trois points A.',B',C' sur les 
côtés d'un triangle ABC, et si Von pose 

A^B_ b;g_ c^A_ 

A'C~^' B'A~^' C'B""^' 
la surface a du triangle A'B'C est donnée par la formule 

ff I — uvw 



S-(i _u)(i-v)(i-w)- 



(S) 




Considérons les 
deuxtrianglesAC'B', 
ABC; ils ont un 
angle commun et 
nous pouvons écrire 
AC'B' AC . AB'' 



ABC 



AB . AC 



1 » 



ou 



Fig. 5. 
AC'B' 



w 



ABC " w+i ' i+v 
En appliquant cette remarque aux triangles CA'B' et 
BA'C' puis en observant que 

d + AC'B' + GA'B' + BMG = S, . 
nous avons, d'abord, 
AC^B^ + CA^B^ + BA^C _ w(i + u) + u{î + v) 4-t;(i +^;) 

S ~ (u + i)(v-\- i)(w-\' i) 

puis 

<j w(i + ^) "f" ^i + ^) 4" K^ H" ^) 

s "■ ' {u+ i)(v+ i)(w+ t) ' 

d I + uvw 
ou encore — =z ; — ; — ^, ' . . 

S {u+j){v+ï){tv+i) 
Cette relation suppose que u, v, w sont des quantités 
prises en valeur absolue; si Ton veut les affecter de signes, 
conformément à la convention ordinaire, on a bien la for- 
mule annoncée. 
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Parmi les conséquences qui résultent de cette formule, on 
peutobserrer que : !• si les trois points A^B', C sont en ligne 
droite, on a <y = o, et, par suite, uvw = i ; c'est le théorème 
de Ménélails; 2® si uvw = i, alors d = o; les trois points 
A', B', G' sont en ligne droite ; c'est la proposition réc^roque. 

(A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Extrait d^une lettre de U, Dufrenoy, directeur de Vécole 

frimaire supérieure d! Amiens, 

... Je vous signale, en passant, une construction du penta- 
gone régulier de côté donné. Je la crois peu connue; elle 
est tirée de The illustrated London practical Geometry, by 
Robert Scott Bum. Londoriy i853. 

Soit AB, le côté donné (1); des points A et B, comme 
centres, et avec AB pour rayon, décrivons des circonférences. 
Elles se coupent aux points E et F. Du point E, comme 
centre, avec AB pour rayon, décrivons une troisième circon- 
férence; elle coupe les deux autres aux points M et N, et la 
droite EF en G, Joignons MG, NG ; ces droites vont rencontrer 
les circonférences B et A aux points C et E, au-dessus de AB ; 
BG et AE sont deux côtés du pentagone. Les deux autres 
se tracent sans difficulté. 



QUESTION 43 

Solution par M. E. Mosnat, à Thiers. 



Trouver le maximum du produit x™y», sachant que les 
variables positives il. et y sont liées par la condition 

xPyi 4- x^j^ = K. 

(1) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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On peut écrire 

Xmy'' s: {xPy^y{œ^y^y 
u et V étant déterminées par les équations 

pu + p'v = w, 

» gw + ç'v = n; 

égalités qui donnent. 



mq' — np' 



Pi — gp 

np -— mq 

"" ;)9' — gp' ' 
On a donc un produit de deux facteurs, dont la somme 

est constante, et le maximum a lieu quand les facteurs sont 
proportionnels à leurs exposants, c'est-à-dire quand on a 



u V 

ou 



mq' — n/ np — mq mq -\- np — np' — mq * 
Ces équations donnent facilement x et y. 
En posant, pour abréger récriture, 

œPy^ = A, x^y'f' = h\ 
on a, par combinaison, 

et 

yq!/--pqf —. hP'h'-P. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Glat, au lycée de Moulins ; 
Puig, au lycée de Mortpellier; Fitz-Patrick, au lycée d'Angouléme. 



QUESTION 123 (*) 

Par M. P. Bourg^arel» à Ântibes. 



On donne trais circonférences C, G', C", passant par k même 
point ; on propose de mener par une transversale qui ren- 
contre les circonférences proposées, aux points A, k\ k% et de 



(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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telle façon que le rapport p-r soit égal au rapport de deux 

lignes données p et q. (Exam. oraux, Polyt. 1883.) 

Supposons le problème résolu et soit AA"A' une sécante 
répondant à la question. Menons les tangentes AT, AT'', du 
point A, aux deux circonférences G' et G". Nous avons 

AA' _ p _ AA' . AO _ AT^ 
AA: ~" g "" AO . AA' ~ Âr^ ' 
d'oîi 

Ar - ^^• 

Gette proportion nous montre que le point A appartient au 
lieu des points tels que le rapport des tangentes menées de 
ces points aux deux circonférences G' et G' soit constant. 
-On sait que ce lieu est une circonférence, passant par les 
points communs à G' et à G^ Elle rencontre donc la cir- 
conférence G en un second point A différent de qui répond 
à la question. Le problème admet, en général, trois solu- 
.tions distinctes. 

Nota. — Gette question a été résolue par MM. Fitz-Patrick, au lycée 
* * d'Aiagouléme ; Lamaire et Raveau, au lycée Charlemagne ; Aubry, au lycée 
de Douai. 



QUESTIONS PROPOSEES 



170. — Démontrer les propositions suivantes ; 

Dans un triangle rectangle : 

1° Les droites antiparallèles qui joignent les projections 
des pieds de la médiane antiparallèle et de la médiane 
sur les côtés adjacents sont respectivement égales à ces 
droites ; 

2® La droite qui joint les projections du pied de la mé- 
diane antiparallèle sur les côtés adjacents est antiparallèle 
à rh^rpoténuse ; 

3*» La médiane et la médiane antiparallèle d'un triangle 
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rectangle sont la médiane antiparallèle et la médiane du 
trian^^le de même sommet détenniné par la droite qui joint 
les projections sur les côtés adjacents du pied de la médiane 
antiparallële du premier triangle; 

4" La droite qui joint les projections du pied de la médiane 
antiparallèle sur les côtés adjacents est égale à la somme 
des perpendiculaires abaissées de ses extrémités sur l'hypo- 
ténuse. 

Déduire, de là, la solution de la question suiyante (Journal 
de Math. ÉUm., question proposée ff 454, juillet 4884) : 

Étant donné un triangle rectangle ABC, mener une droite 
antiparallèle à l'hypoténuse BG, de manière que la partie DE 
comprise entre les côlés de l'angle droit soit égale à la 
somme des perpendiculaires abaissées des points D et £ 
sur l'hypoténuse. 

N. B. — Dans cet énoncé la médiane et la médiane anti- 
parallèle considérées sont issues du sommet de l'angle droit. 

(Vigarié.) 



Ce numéro était composé quand nous avons appris 

la mort soudaine de M. Yazeille. Le temps et au^i 

certains renseignemenls nou|^ manquent pour retracer 

aujourd'hui, couyenablement, la yie si occupée, el tout 

entière vouée au travail de ce professeur distingué, 

mort à la peine. Mais nous espérons pouvoir, dans 

une notice qui paraîtra dans le prochain naméro de 

ce journal, rendre à la mémoire de celui qui fut ici, 

pendant près de trois années, notre collabora leur, 

le tribut d*éloges auquel elle a droit. 

G. L. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGCHAMPS. 



laPRlXKftlE CBHTAALE DES GHEHIMS DC FfiR. — IMPRIIUUUB CHAIX. 
EOB BBBGSRB, 20, PABIS. — SmS-S- 
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ÉTUDE ÉLÉMENTAIRE D'ANALYSE INDÉTERMINÉE 

DU SECOND DEGRÉ 
Par M. Ferrent* 

(Suite, voir p. 25.) 



59. — Nous allons maintenant réduire Téquation géné- 
rale (131). 

Lorsque les deux termes qui contiennent les carrés des 
inconnues font défaut dans cette équation, le terme conte- 
nant le rectangle des mêmes inconnues ne peut manquer 
aussi : car l'équation se réduirait alors au premier degré. 

Nous pouvons donc considérer l'équation comme complè- 
tement résolue, dans le cas oii les deux carrés font défaut; 
et nous n'aurons plus à étudier cette équation que si l'un 
des carrés au moins y figure. 

Appelons y l'inconnue dont le carré existe nécessairement 
dans l'équation, c'est-à-dire que a ne peut être nul. 

Multiplions par 4a tous les termes de (131) : 

4oy + 4^6^ + 4aca5* + 4^^!/ + 4^/^ H" 4^9 = ^• 

Ajoutons et retranchons 6*x': 
(20J/ + &^)' — (^* — 4«c) a* + 4ady + 4afx + 4<V = o. 

Posons 2ay -^ bx = pz, p étant le plus grand commun 
diviseur de 2a et 6; nous en déduirons 2aj/ = p2 — bx. 

Eliminons y : 
p*«' — (6* — 4.ac)x* -f- 2d (p2 — bx) -f ^afx + ^ag = o. 

Ajoutons et retranchons d* : 
{pz -+- d)^ — (6* — 4ac)x* + (4a/ — 2bd) x + 403 — d* = o. 

Posons pj5 4" ^ = p'^> P étant le plus grand commun divi- 
seur de p et d, ou de 2a, b et d; on aurait pu, par consé- 
quent, poser d'abord 

2ay + bx = p'w — d (136) 

p'»ti* — (6* — 4ac) CD* + (4^/ — 2bd) X 

+ 4ag — d^=o. (137) 

Deux cas peuvent se présenter : ou 6* — 400 = o, ou 
b* — 4ac est différent de zéro. 

JOURNAL DE M^TH. ÉLÂM. 1885 3 
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éd. — Peemîèr cas. — SI 6* — 4flfc = o, réquation (137) 

86 réduit à la forme 

ùy^ = 6x + c. (138) 

Il semble que Toû pourrait e&oorê réduire cette dernière 
équation en posant bx -^ c mz al; mais cette dernière ré- 
duction serait inutile, car elle ne dispenserait pas de résou- 
dre l'équation (138). 

61. — Deuxième cas. — Si b* — ^ac est différent de aéro, 

nous pouvons multiplier par b* — 400 tous les termes de 

réquation (137) : 

(6« — 40c)p'*u» — (6* — 4acYx^ + (4a/ — 3Ôd)(6» — 400)0? 

-f- {^ag — d*)(6' — 400) = o. 

Retranchons et ajoutons (2af — fcd)" : 

(6* — 4 ac)p*u^ — [(6« — 4ac)a? — {2af — bd)]* 

+ {^ag — d*)(6« — 400) + {zaf—bdy = o. 

Posons 

(6* — 4ac)x — {2af — 6d) = fv, 

p'' étant le plus grand commun diviseur de b* — 400 et de 

2af — bd : 

(6« — 4eic)p'»t«* — p'H?« + P = o 

ou, p'* divisant p'* et P*, 

(6« — 4ac)ti* — wV 4- Q = 0. (139) 

Les coefficients des deux inconnues de (139) seront de 
même signe, lorsque Ton aura 6* — 4ac <; o, et de signes 
contraires, si Ton ai' — 4<ic > o. 

Il est facile de reconnaître que toute valeur entière de y 
et X qui satisfera à la proposée, donnera une solution entière 
de réquation (188) ou de l'équation (139). L'une de ces 
dernières pourra seulement être satisfaite par des valeurs 
entières qui donneront aux inconnues de la proposée des 
valeurs fractionnaires, et qui, par conséquent, devront être 
rejetées. 

Toutes les valeurs entières qui satisferont à l'une des 
équations ^138) et (139) ne satisferont donc pas à la proposée; 
mais les solutions qui satisfont à la proposée ne peuvent se 
trouver que parmi les correspondantes des solutions entières 
des équations (138) et (139). (A suivre,) 
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EXERCICES DIVERS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Par M. Emile liemoine, ancien élève de TÉcole polytechnique. 

{SuiH, voir p. 224, oct. 1884.) 



XLV 



Construire un triangle, connaissant V excès (positif ou négatif) 
du carré de chaque côté sur le rectangle des deux autres. 

Soit ABC le triangle cherché dont j'appelle les côtés BG, 
AC, AB respectivement x, 1/, z. 

Si Ton considère les trois quantités x^ — y a, y« xz 

z*—xy, on voit qu'elles ne peuvent être toutes trois de 
même signe (on excepte le cas du triangle équilatéral, pour 
lequel ces quantités sont nulles), puisque la différence entre 
le carré du plus grand côté et le rectangle des deux autres 
est certainement positive et que la différence entre le carré 
du plus petit côté et le rectangle des deux autres est cer- 
tainement négative. 

On ne pourra donc faire que les six hypothèses suivantes : 

lx^—yz>o r aji — y^ > o ( a?' — j/js > o 

(i) Kn— xz>o (^)<y^—xz<o (3) j yt _ ^^ ^ Q 

[z* —xy <o ( 2* — xy < o ( z^ —xy:> o 

( a;« — î/z < o ix^—yz<o l x^ — yz <: o 

(4) <y^—xz<o (S)\y* ~xz> o (6) ]y^ —xz> o 

[z^ —xy^o { z^ —xy> o [z^ ^xy<:o 

Ce qui, si Ton représente par M«, N% P» les grandeurs 
absolues des excès considérés, donne lieu aux six problèmes 
que résolvent les six systèmes de trois équations; 




I 



M* Ix* — yz ^ M 

N^ (2)|î/» -a?2 = - N» 

z^ — xy =& — P« 
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x^ — t/55 = M* ix^ — yz = — M' 

(3) ^ j/« — XJ5 = — N« (i)} y^ — xz = — K^ 

a» — xy = P* [ z* — xy =i P* 

x^ — yz = — M* ( X* — yz = — M* 

(5) \ y^ — xz = N« (6) } y* — xz = N« 

a« — xy = P» ( ^* — ^2/ = — P* 

posons 

ûc* — yz =2 K 

y* — xz= B 

a« — xy = G 

on tire de la troisième 

jz» — C 
a: = ■ 

y 

d*oîi par substitution 

(a«_ G)« — i/«3 = At/« (7) 

y8 _ ^ (a. _ c) :^ Bj/ (8) 

multipliant (8) par z et ajoutant à (7) on a 

ky^ + Bzy + G (i2« — G) = (9) 

multipliant (7) par 2, (8) par a' — G, ajoutant et divisant 
le résultat par y, il vient 

Cy* + A3J/ + B{z* _ G) = o. (10) 

Éliminant j/* entre (9) et (10) après avoir divisé le résultat 
par z^ — G, il vient 

«— (C — AB)' 

"^^ "" A» + B» + G» — 3ABG 
et de même on aurait 

* ~ A» + B» + G» — 3ABG 

^. (A' - BC)* 

A» + B» + G» — 3ABC 

comme l'on a 

A» + B» + G» — 3ABG 

= -' (A+B + C)[(3A~B-C)« 4-(B-C)«]; 
4 
il faut d'abord pour la possibilité du problème que 

A + B + G > o, 

ce qui donne une condition différente pour chacun des six 

problèmes que nous examinons. 



t'C 
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Mais on a 

A» — BC = x{x^ +!/' + «'— 3x1/55) 
B« — AC = ylx^ 4- !/' 4- «• ~ 3XJ/55) 
C« — AB = i5(ic» -f î/' + ^' — 3aîy«) 
ce qui prouve que, dans le cas où il y a solution, les pre- 
miers membres sont positifs et sont proportionnels à x^ y^ z. 
Le problëme se résout donc ainsi : 

On construit des droites B'C, C'A', A'^B''' proportionnelles 
respectivement à A* — BC, B* — AC, C* — AB ; si l'on peut 
construire m triangle apy tel que 

py = B'C 
ya = C'A' 
ap = A"^' 

le triangle apy sera semblable au triangle cherché ABC et les 
côtés Py, ya, ap sont respectivement proportionnels à x, y, z; 
ces longueurs sont alors trouvées facilement par les équations 
de celui des six groupes que Von considère ; soit le groupe (1), 
soit (2), etc. soit (6). 

Si Ton ne peut construire le triangle apy, le problème est 
impossible. 

XLVI 

Soit donné un point A que je joins à un point quelconque G 
d^une droite BC également donnée ; la perpendiculaire menée en 
C à AC coupe en D la parallèle à BC menée par A. 

Soit DM la symétrique de AD par rapport à cette parallèle. 
Quel est le lieu du point M pied de la perpendiculaire abaissée 
de A sur DM? 

Soit E le milieu de AD. 

On a EA = EC et comme 
angle DEC = angle EAC + angle EGA = 2 fois angle EAC 

= angle EDM, 
les deux droites EC, DM sont parallèles; par suite, EC coupe 
AM en son milieu I. 

Soit G la projection de C sur AD : 

Les deux triangles rectangles AIE, EC'C ont l'hypoténuse 
égale et un angle aigu égal. 
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Donc 

AI =C!G' 
et par suite 

AM == 2 ce. 




Le lieu de M est donc une circonférence décrite du point A 
comme centre avec le double de la distance de A. à la droite BC 
pour rayon, (A suivre.) 



NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. Emile Vi^rlé, élève au Lycée Sa int«Lou|a [classe de M. Vintéjoux). 

( Suite f voir p. 33). 



4. Théorème. — Si trois droites issuss des sommets &un 
triangle sont concourantes ^ les inverses de ces droites sont con- 
courantes (*). 

(*) M. le colonel Mathieu, loc. cit. (p. 397). 
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Soit (!>' le point d'intersection des inverses de Aj»i Bm d'd* 
près le théorème précédent, on a 



MO)» . (s/iù\ = (0(i)e 



/ r 



f f 



d'où 



UMOa . 0) OD a :^ (i>a>e . 0) (0 a 



(i)(i>ii 



.'-.f 



» r 



(O Ci> a = (OOI^ • 0) fU 



Egalité qui montre qae le point ca' est snr l'inverse de G<o. 

5. Théorôme. — La médiane antiparallèle divise le côté 
opposé en seg- 
ments propor- 
tionnels aux 
carrés des côtés 
adjacents (*). 

Ce théorème 
n*est qu'nn cas 
particulier du 
suivant : 

Les produits 
des segments 
ayant même eay 
tfémité en un 
sommet que 
deuo) droites in- 
verses détermi- 
nent sur le côté b 
opposé sontpro- 
portionnelê aiêx 
carréi des eûtes 
adjacents. 

Soient AR, 
AS les deux 

droites inverses considérées. Par BtG je mène des parallèles 
respectivement à AR, AS qui rencontrent les côtés opposés 
AG, AB en B\C\ Les triangles semblables BAS, BGG'-, GAR, 




(*) M. E. Lemoine, loc. ctf. Congrès de Lyon 1873. — M. d'Ocagne, toc. 
et/., 1883. — Cette propriété avait été énoncée par M. le commandant d'état-ma- 
jor Hossard (Catalan et Fremoire, Théorèmes êi frohlème$). 
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GBB' donnent 



d'oh 



AB BS 
AC ~ SG 


AC 
AB' 


CR 
""BR' 


AB . AB' 


BS . 


BR 



AO . AC "" es . GR * 
Or les triangles semblables ABB', ACG' donnent 

AF_AB 

AC'"~AG' 
Donc 

BS . BR _ IB^ 
GS . GR "" AG^- 

Remarque. — La droite B'G' est antiparallële à BG. 
Quand AR est la médiane AMa, AS devient la médiane 
antiparallèle Aa et la formule précédente devient 

Ba _AB^ 

Ga "" ÂG* 
et le théorème est démontré. 

Corollaire. — Dans un triangle rectangle la hauteur issue 
du sommet de Vangle droit est médiane antiparallèle. 
Si AR et AS se confondent, c'est-à-dire coïncident avec AE, 

alors 

BR = BSzz=BE GR = GS = GE; 
par suite 

BE _AB 

GE""AG" ^*^ 

Si enfin l'une des droites, AR par exemple, se confond 
avec AEi, la droite AS est le prolongement de AE^, donc 

BE- AB 

GEi ~ AG* ^ ^ 

Les formules (1) et (2) démontrent le théorème classique 

sur les segments que les bissectrices déterminent sur les 

côtés opposés. 
Quand on considère AMa, Aa comme les. côtés d'un triangle, 

AB et AG sont deux droites inverses, donc 

Ba . Çg __ Xi^ 
BMa . GMa'"m}' 
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Cette relation s'applique évidemment à deux droites inver- 
ses quelconques. 

6. Théorème. — Les trois médianes antiparallèles d'un 
triangle sont concourantes (*). 

Les médianes d'un triangle étant concourantes,, il çn est 
de même des médianes autiparallëles (Théorème 4); on le 
démontre encore ainsi : Soient Aa, Bg, Gy les médianes 
antiparallèles, on a 

ÂF _ Ba Bn^_Gp ÂG^_Ay 
ÂC'^""Ca ÂB'"~Ap B(?""R^* 
D'oîi 

ABV AC? . B(? _ Ba . Cp . Ay _ 
M:^ ÂB^ BG^ "" Ga . Ap . By " ' 

ainsi que Ta proposé M. J. Nouberg (**). Je donnerai 
dans la suite au point de concours des médianes antiparal- 
lèles le nom de Point de Lemoine, à cause des propriétés que 
ce géomètre en a donné. 

7. Théorème. — Les distances d'un point d'une médiane 
antiparallèle aux côtés adjacents sont propo7*tionnelles à ces côtés. 

On sait que les dislances d'un point d'une médiane aux 
côtés adjacents sont inversement proportionnelles aux côtés; 
on en déduit immédiatement (Théorème 3) la proposition 
que je viens d'énoncer. "• 

Ce théorème peut se démontrer directement de la manière 
suivante : Soient : I J les projections du point a sur AG, 
AB. Les triangles AaB, AaG ajant môme hauteur on a 

tr AaB _ Bx _ AB . Ja _ ÂB^ 

tr AaG "" G^ ~" AG . la "~ ^2* 

D'où 

Ja _ AB 

la ~ AG* 

Le théorème étant vrai pour un point a de Aa est vrai 

(•) M. E. Lemome, loc, cit. Congrès de Lyon 1873. — M. d'Ocagne, Nou- 
velles Annales de Mathématiques ^ 1883. 

(**) M. J. Neuherg, MathésiSy t. IV, p. 201. — Mémoires sur le tétraèdre 
(Extrait des mémoires couronnés par l'Académie royale de Belgique), 1884. 

JOURNAL DE HATH. ÉLÉH. 1885. 3. 
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pour tout point de la droite; de même pour les dislances 
d'un point quelconque de la médiane antiparallèle partant 
de B et G. Soient K le point de Lemoine, Ko, Kt, Kc ses pro- 
jections sur les trois côtés du triangle, on a 

KKç^__AB KKe _ KK5 

KKb "" AC AB ~ AC 

et 

KKc AB ,. . KK. KK. 



d'où 



KKa BC AB BC * 

Donc 

KKa KKc KKft 

"BC "^ AB ~" "ÂC"' 
c'est-à-dire que 

Les distances du point de Lemoine aux trois côtés sont propor- 
tionnelles à ces côtés (*). 
On voit facilement que 

ac^ n «^* 

1<> Ba = •: r Ca = 



6« + c» fc« + c^ ' 

2^ ^« = 6qr?x^^«î 



d'où 



Aa = ^, / V 26* + 2C* — o« ; 

a' + 0* + c* 

V26» + 2C" — a* 



et 



(a» + 6* 4- c^)(6« + c«) 



6c / , ■ 

AK = Aa — aK = , . ^, . — y 26» + 2c* — a*. 



8. Théorème , — La droite R'S' qui joint les points d'in- 
tersection de deux droites inverses AR, AS avec la circonfé- 
rence circonscrite à ABC est parallèle à BC. 

En effet, les angles SAC, RAB étant égaux, les arcs RR', 
GS' le sont aussi. Ge théorème fournit encore un moyen de 
construire la médiane antiparallèle. 



(*] M. E. Lemoine, loc, dt. Congrès de Lille 1874. 
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La perpendiculaire élevée sur le milieu de R'S' passe par 
le milieu de BC, c'est-à-dire que 

Les dislances au milieu d'un côté d'un triangle aux points oii 
deux droites inverses issues du sommet opposé coupent la cir- 
conférence circonsbrite sont égales. 

On verrait facilement que quand les deux droites inverses 
sont la médiane et la médiane antiparallèle, le côté BC est 
la bissectrice de Tangle AMa»'. 

On calculerait aussi MaMa et aa . En effet, on a 

4AMa . MaM; = 4BMa . GMa = BG'. 
D'où 

V 20* + 2C* — a* 

de même 

, . , . Aa . MaMa 4a*6c 

aa = Aa — Aa = - — 



AMa (h* + c«) y/26« -)-2 c* — a» 

9. Théorème. ^- Les droites qui joignent les projections 
des pieds de deux droites inverses sur les côtés adjacents sont 
antiparallèles. 

Soient N, P; T, L, les proportions des pieds S, R de AS, 
AR^ur AB,AG. Les triangles ASP, ATR; ARL,ANS donnent 

AP _ AS AL __ AU 

AT ~ AR AN "" AS* 
D'où 

AP . AL _ AS . AR _ 

AT . AN "" AR . AS "" * • 

10. Théorème. — 8* du pied d'une droite issue du sommet 
(Tun triangle on abaisse des perpendiculaires sur les côtés ad- 
jacents, la droite qui joint les pieds de ces perpendiculaires est 
elle-même perpendiculaire sur l'inverse de la première droite. 

Les quadrilatères ATRL, ANSP étant inscriptibles on a 

TAR = ÎLR SAC = SNP. 
D'où 

TAÏ = SNP. 

Ces angles ayant deux côtés perpendiculaires, les deux 

autres le sont aussi; donc AR et NP sont perpendiculaii^es. 

D'où le cas particulier suivant : 
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Du milieu M de BC d'un triangle ABC on abaisse les per- 
pendiculaires MG, ME sur AB, AC. La droite GE qui joint les 




« 



pieds de ces perpendiculaires est perpendiculaire à la médiane 
antiparallèle issue du sommet A (*). (A suiiTc,) 



SUR LE PENTAGONE D'ALBERT DURER 



La construction que nous avons indiquée dans le numéro 
précédent (**), donne lieu à une observation importante qui 
nous a été communiquée par M. Catalan. 

Mais d'abord une lettre employée deux fois par M. Dufre- 
noy, qui nous avait signal^ cette construction, a rendu celle- 
ci inintelligible. Pour éviter toute confusion, voici la figure 
qui convient à la construction citée; la lettre E visée 
dans les trois dernières lignes de la lettre de M. Dufronoy 
doit être remplacée par D. 

Une remarque plus intéressante porte sur ce fait que 
le pentagone construit, conformément à la règle donnée, n'est 
pas régulier. 

La construction indiquée est due à Albert Diirer (**'^), 



(•). M. d'Ocagne, loc. cit. 1883. Exercice, p. 463. 

(**) Voyez Journal^ p. 45. 

( * • * ) A Iberti Dureri Institutionum , (1 606) , p. 55 . 
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Elle a été signalée par M. Catalan dans la Nouvelle Corres- 
pondance mathématique (t. II, 1876 
p. 403). M. Catalan, en faisant 
connaître cette construction d'Al- 
bert Durer, proposait de calculer 
les angles de ce pentagone équila- 
téral. 

Cette question a été résolue 
par M. Van Aubel {Nouvelle Cor- 
respondance mathématiqus, t. III; 
1877, p. 386), qui a trouvé, pour 
les angles du pentagone, les 
valeurs suivantes : 

A =B= io8<> 

C = D= 107* 

1=109* 

Le pentagone d'Albert Durer est donc à peu prés régulier, 
mais il ne doit pas être donné comme régulier, ainsi qu'on 
parait l'avoir dit à tort (*). G. L. 




22 

2' 



8', 
II' 42' 



VARIÉTÉS 

ESSAI SUR LA GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. €(• de liongchamps. 

(Suite f voir p. 36.) 



CHAPITRE II 

LES TRANSVERSALES, LES POINTS, ET LES TRIANGLES RÉCIPROQUES. 

— THÉORÈMES DIVERS. 

9. Définitions. — Points et transversales réciproques. — 
Nous ferons souvent usage, surtout dans la première partie 
de ce livre, de points et de droites, associés d'après une 



(♦) The Illustrated London PracticcU Geometry, — Éléments de géométrie 
pratique, par G. de Vylder, p. 153; deuxième édition; Gand, 1877. 
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loi que qpus avons imaginée autrefois (*) et que nous avons 
nommés points réciproques et transversales TiÉgiproques. 




Fig. 6. 

Imaginons un triangle ABC et, dans le plan de ce triangle, 

un certain point 
0'. La droite O'A 
rencontre BC en 
A' ; soit A' le 
symétrique de A' 
par rapport au 
milieu de BG. 
La droite AA' et 
les droites ana- 
logues BB' ce 
(d'après le théo- 
rème de Jean de 
Geva et sa réci- 
proque) concou- 
rent en un point 
0'. Ces deux 
points 0^ 0% 




Fig. 7. 



ainsi associés et qui sont tels que le point 0' étant déduit 



(*) Annales scientifiques de V École Normale supérieure, t. III; Mémoire sur 
une nouveile méthode de transformation en géométrie. 
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de 0', comme nous yenons de le dire, réciproquement le 
point 0' puisse se déduire de 0' par la même loi, sont 
deux points que nous nommons réciproques. 

Prenons maintenant une transversale A', dans le plan du 
trianglef ABC ; A rencontre ABC en des points A', B', C. Si 
nous imaginons les points A', B% G' symélriques de ceux- 
ci par rapport aux milieux des côlés BC, G A, AB, les trois 
points A', B", G' sont situés (d'après le théorème de Méné- 
laiis et sa réciproque) sur une droite A'. Ges deux droites 
A", A', ainsi associées Tune à l'autre, ont été appelées par 
nous transversales réciproques. 

Ges points et ces transversales réciproques doivent Jouer un 
certain rôle dans ce travail; parce qu'ô Ton peut toujours, 
avec la règle et Téquerre, déterminer le milieu d'une droite 
et le symétrique d'un point donné, par rapport à ce milieu. 

10. Remarque. — Considérons trois points quelconques A', B', 
C , sur les côlés du triangle ABC, et, en même temps, les 
points A', B", G" déterminés comme nous venons de ïe diire. 
Les deux triangles À'B'G', A'B'C" (triangles réciproques comme 
nous pourrions les appeler) ont la même surface. 

En effet, la formule (5) reste identique à elle-même quand 

on change w, t?, w, respectivement en — , — , — , 

Le théorème des transversales réciproques doit doâc, 
d'après cela, être considéré comme un cas particulier de 
la proposition plus générale que nous venons d'établir et 
qui met en lumière l'équivalence dès isûrfacfe's dfe deux 
triangles réciproques. Ce cas pâtticuliiôr peut se îbrihblëi* 
ainsi : si l'un des triangles a une èurféice nulle, H en est 
de même du triangle réciproque. 

11. Théorème. — Les coordonnées (a , P',.y'), (a', p\ y') de 
deux points réciproques 0', 0' vérifient les égalités 

a'.' = pr = yY. (6) 

En effet, les deux triangles (fig. 6) BOA, GOA, donnent 

BOA --, Y-, ^ SA' 
COA "~ p' ~" GA' • ■ 
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D'autre part, 



CO'A 






BA' 



1 A * • 



CA 




Fig. 8. 

D'ailleurs 

BA'^GA" el BV' = GA'; 

les égalités précédentes donnent donc 

OU 

On a donc, finalement; 

aa = pp = YT • 



12. Théorème. — Si Von considère deux droites A', A" trans- 
versales réciproques par rapport au triangle ABC, les perpen- 
diculaires (U', V, W), (U", V, W) abaissées des sommets de 
ce triangle, sur ces deux droites, vérifient les égalités 

UW = YY' = WW\ (7) 

Les triangles semblables donnent 

A'B V 



et 



A'C 
A'B 



Y" 



A'C ~ W • 
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Mais on suppose 

A'B = A'G, 
on a donc 

T W 



QS 



et A'G = A'B ; 



W 



yj-- 



ou 



Y ' = WW'. 
On trouve, pour les ---^,''' 
mêmes raisons, 

U'U' = VV, V 

et Ton a, finalement, 




Fig, 9. 



13. Remarque. — Les longueurs U,V, W, qu'on peut appe- 
ler les coordonnées de la droite A par rapport au triangle 
ABC, vérifient la relation (8) 

U» sin» A + V» sin> B + W* siu* C — 2VW sin B sin C cos A 

gt 
— 2UW sin A sin C cos B — 2UV sin A sin B cos C = -^^ 

S désignant Taire du triangle ABC, R étant la longueur du 
rayon du cercle circonscrit à ce triangle. 
On a, en effet, 

U + V = c sin Y, et V + W = 6 sin p. 
D'ailleurs, 

cos(P + ï) = — cos A. 
Cette relation donne, 

sin* A = sin" p + sin* y — 2 sin p sin y cos A 
et, par suite, 

C* ^ 6« bc 

C'est de cette dernière égalité que l'on déduit la formule 
(8). Cette relation a été donnée par Painvin (Géométrie ana- 
lytique; relation entre les coordonnées trilalères d'une droite ^ 
p. 89); elle peut se mettre sous la forme 

4S» = a«(U — V)(U — W) + 6«(V — U)(V — W) 

+ c«(W — V)(W~U). (9) 

Nous donnerons maintenant une série de propositions que 
nous appliquerons dans la suite à certaines constructions. 



sm 
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Quelques-unes d'entre elles sont très connues, on tout à 
fait évidentes ; nous nous bornons à les énoncer. 

14. Théorème. — La droite VQ menée par le point de cour 

cours des diagon^i^ du 

^'v— ~7^^^ trapèze ÂBGD est partagée, 

pZ._^2::;^^ir.^\^ P^** '^ point et par lef 

/ — "Tg^'- ^iK^ ^ stf' ^^^^ ^^ trapèze y en dwx 

/ ^y^ ^^0\ parties égales. 
l^ ^"^^ De plus^ on a 

^ ^ — ^ — ' j_ ' 

^*^' ^^' PÔ~ QO ~ AB ^ TS* 

15. Théorème (*). — Si l'on coupe un trapèze par une 

droite P'Q' parallèle à ses hases, cette droite rencontre les côtés 

et les diagonales en des points 

F, 0'. 0', Q'; 
et Von a 

P'O' = O'Q'. 

Cette propriété résulte immédiatement de la précédente, 

et, d'ailleurs, elle peut être considérée comme constituant 

un de cas particuliers du théorème suiYSint» qui est peut-être 

moins connu. 

16. Théorème. — Soit ABGD un quadrilatère ; une droite A 
est mobile dans son plan^ mais elle reste constamment parallèle au 
côté AB; A rencontre les côtés AD, BC en dçs point$ I, J et les 

ir 

diagonales AG, BD en des points F, J'; le rapport rpp est constant 

PA 
et égal à 5^; P désignant le point de rencontre de CD avec AB. 

Soit Ole point de concours des diagonales AG, BP; par 
menons MN, parallèlement à ÀB. Les triangles semblable? 
de la figure ainsi formée donnent 

J[r _ AT _ B£ _ J£ 

OM "^ AO ■" BO ■'^ ON' 

(•) Celte propriété élémentaire est un cas particulier de celles qui se ratta- 
chent aux ponctuelles projeetires. (Voy. Gremona, Hvrecitéy p. 55 et sairantes; 
Ootiilrtioltofit «tel formes prqiectinss^) 



JOURNAL Dl MATHÉHATIQUBS iLÉlUNTÀIRlS 

Ainsi, nous avons 

|ir _ OM 

JJ' ~ ON' 
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Fig. 44, 

D'ailleurs, RO rencontre AB en un certain point Q, con- 
jugué harmonique de P. Il résulte de cette observation que 

PA _ QA 

PB "" QB' 
et comme 

QA _ OM 

QB ~ ON' 
Dous avons bien, finalement, 

n; _ PA 

JJ' ■" PB* 

17. Théorème de Desargues. — Lorsque deux triangles 
ABC, A'B'C sont tellement situés que les droites AA', BB', CG' 
soient concourantes^ les côtés correspondants se coupent deux à 
deux en trois points situés en ligne droite; et réciproquement. 

C'est cette propriété bien connue qui a servi de base à la 
transformation homologique de Poncelet; les deux triangles 
ABC, A'B'C, ainsi placés, sont dits homologiques. 

18. Théorème de Mac-Laurin et de Braiken- 
ridge (*). — Soient A, A' detix droites fixes et A, B, C trois 

(*) Le théorème de Mao-Laurin et 4e Braikenridge est plus général ; celui 
que nous donnons ici n'est^àproprament parler, qu'un coroJlaire de celui-là. 
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points fixes situés en ligne droite ; par A, on mène une trans- 
versale mobile qui coupe \ en "P et âk en Q; les droites BQ et 
CP se coupent en un point I dont le lieu géométrique est une 
droite passant par le point commun. 

Les droitea GP et BQ coapeni, respectivement, OB et OC 
aux points R et S. Le théorème de Ménélaûs donne suc- 
cessivement 



/ 



MP 


OQ ÂM 


OP 


■ NQ ~ AN' 


OP 


RB CB 


MP ■ 


RO ~ CM' 


NQ 


SO BN 



OQ • SU "■ BC 




Fig, 42. 



Multiplions ces égalités, membre à membre, et nous avons 

RB SO _ AM . BN 
RO • S(J ~ CM . AN* 



(Voy. notre Géométrie analy tique f p. 3331. On doit d'ailleurs considérer le 
théorème de Mac-Laurin et de Braikenridge comme un cas particulier du 
théorème de Chasles, théorème relatif au lieu des points de concours des 
branches correspondantes de deux faisceaux homographiques. Mais le cas 
très simple que nous examinons ici suffit aux applications que nous avons en vue. 
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D'autre part, le théorème de Ménélaiis, appliqué de nou- 
veau au triangle OBG et à la transversale TRS, donne en- 
core 

RB SO _ TB 

RO * se "" TG ■ 
Ainsi; 

TB __ AM . BN 

TC "" CM . AN* 
Cette égalité montre que le point T est fixe, quand on 
suppose que la transversale APQ est mobile autour de A; le 
lieu du point I est donc la polaire de T par rapport aux 
deux droites fixes OB, OC (*), 

19. Théorème de Pappus. — Sur les côtés (fuh qua- 
drilatère ABCD on prend deux points quelconques P, Q ; ayant 
mené les droites GP, AQ d'une part, DP, BQ d*autre part^ on 
obtient deux points 0\ 0' qui sont en ligne droite avec le point 
de concouj's des diagonales AD, BG. 

Cette remarquable propriété fait partie des trente-huit 
lemmes de Pappus qui ont per- 
mis de rétablir approximative- 
ment les trois livres des Poris- 
mes d'Euclide, aujourd'hui per- 
dus (**). 

On peut la démontrer par des 
considérations diverses prenant 
pour base soit le théorème de 
Ménélaiis, soit les propriétés 
bien connues relativesaux trans- 
versales d'un faisceau de quatre 
droites concourantes. Ces dé- 
monstrations exigent toutes un 
certain effort; et on peut éviter 




Fiy, 13. 



celui-ci en observant, avec Ghasles, que ce théorème de Pap- 

[*) Cette proposition constitue un des porismes attribués à Euclide (Y. Chasles, 
les trois livres des Porismes d' Euclide, p. 102). 
(♦•) Voy. Aperçu historique, p. 1^. 
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pUB est un cas particulier du fameux hexagramme de 

Pascal» 

Considérons en effet la figure APBCQD comme constituant 
un hexagone dont les six sommets appartiennent à deux 
droites; le théorème de Pascal nous apprend que les trois 
points 0, 0', 0'' sont en ligne droite. Ainsi, O'O' passe 
constamment par le point quand on suppose que P 
et Q se meuvent arbitrairement : le premiers ur AB, l'autre 
sur GD« 

Théorème. — On considère deux angles P, Q, dont les calés 
se coupent deux à deux aux points 0\ 0", R — S ; si par les points 
P, Q on mène deux transversales PAB, QGD; les droites BG et 
AD cohcourent sur O'O". 

Cette proposition est encore un porisme rétabli par 

Ghasles (*), elle est 
une conséquence im- 
médiate du lemme 
de Pappus. Si Ton 
considère en effet, 
comme Tindique la 
figure, AB et CD 
comme deux côtés 
opposés du quadrila- 
tère brisé ABDC, P 
est un point de AB, 
Q un point de CD; 
et en appliquant à 
ces deux points le 
théorème précédent, 
on voit ainsi que les 
trois points 0, 0', 0" sont en ligne droite. 

(A suivre.) 




Fig. 14, 



{•) Ghasles, livre cité, p. 130 [Porisme xxix). 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



171. — Trouver dans le plan d'un triangle un point P tel 
que les parallèles, menées de ce point aux trois côtés, déter- 
minent sur ces côtés trois segments égaux entre eux. 

Trouver dans le plan d'un triangle un point P^ tel que les 
parallèles, menées de ce point aux trois côtés, et «limitées à 
ces côtés, soient égales enlre elles. 

Démontrer que les deux points P, P^ et le centre de gravité 
B du triangle sont en ligne droite^ et que P|£ = 2PË. 

(G. Boubals.) 

172. — On considère un cercle A, et un diamètre AB de 
ce cercle. Soit M un point pris sur A ; de M on abaisse une 
perpendiculaire MR sur AB. 

Cela posé, soit H le milieu de MR; par H on mène une 
parallèle à AB qui rencontre A aux points P et Q. Les tan- 
gentes à A, aux points M, P, Q déterminent un triangle 
M'FQ' (M' désignant le sommet qui correspond à la tangente 
en M; et ainsi des autres). 

Démontrer que Ton a 

MT' + M'Q' = 2FQ'. (G. L) 

173. — On considère deux droites rectangulaires Oa; et 
Oy et sur Ox deux points fixes A et B. 

D'un point G, mobile sur Oy, avec 00 pour rayon, on 
décrit un cercle A et l'on mène à ce cercle, par les points A 
•t B, deux tangentes qui se coupent en M. 

Démontrer que si l'on projette le point A (ou le poûft B) 
sur GM| le lieu décrit par cette projection est un cerclé^pas- 
sant par 0; le centre de ce cercle est d'ailleurs situé au 
milieu de AB. (G. L.) 

174. — Soit Oun cercle; on considère, dans ce cercle, un 
diamètre fixe AB et le diamètre perpendiculaire A. Ayant 
pris un point M, mobile sur 0, enjoint MA etMB. MAren- 
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contre A en C. Si par C on mène une parallèle à AB, elle 
rencontre MB en un certain point I. 
Démontrer que le lieu décrit par I est une parabole. (G.L. ) 

175. — On considère un cercle F de centre et deux dia- 
mètres rectangulaires A, A'; soit A Tune des extrémités de 
A. Autour de Oon fait tourner un rayon OM et Ton projette 
en P, sur A', l'extrémité M de ce rayon; AP rencontre OM 
en un point I. 

Démontrer que le lieu de I est une parabole, ayant pour 
foyer le centre et pour directrice la parallèle à A' menée 
par A. (G. L.) 

176. — On donne un cercle T et deux rayons rectangu- 
laires OA, OB; soit M un point mobile sur F : MA rencontre 
OB en K; la perpendiculaire élevée au point K à la droite 
OB rencontre MB en un point I. 

Démontrer que le lieu décrit par le point I est une 
droite. •(G. L.) 

177. — Soient A et B deux points fixes sur un cercle 
donné F de centre 0; on prend sur F un point mobile M 
que Ton joint aux points A et B. La perpendiculaire 
abaissée du centre sur MB rencontre les cordes MA, 
MB en deux points H et K; démontrer que le lieu décrit 
par le milieu de HK est une circonférence. (G. L.) 



\ 



La notice biographique relative au regretté Directeur 
de ce journal, M. Vazeille, dont nous avons annoncé 
la mort dans le précédent numéro, paraît aujourd'hui 
dans le numéro de Mars du Journal de Mathématiques 
sj^éciales. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 
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ROB BBBaÈRE, 20, PARIS. — 4866^5. 
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NOTE 
SUR L'A DIVISION d'uNE PORTION DE DROITE 



EN MOYENNE ET EXTREME RAISON 



Par M. fi« Bloame, professeur au Lycée de Grenoble. 



Soit AB une portion de droite, il s*agit de déterminer un 
point M donnant deux segments MA. MB additifs (dont la 
somme est égale à AB), tels que le plus grand soit une 
moyenne proportionnelle entre le plus petit et la droite AB; 
c'est-à-dire tels que Ton ait MA' = MB X AB. 

Décrivons sur AB une demi-circonférence, élevons la 
perpendiculaire MP sur le diamètre. On auraBP* = MB . AB. 
Donc, si M est le point demandé 
on aura BP = AM.-On déduit 
aisément de cette observation 
qu'il n'y a qu'un seul point 
sur AB jouissant de la pro- 
priété, car si Ton déplace une 
perpendiculaire au diamëtro, 
de gauche à droite, on voit que AM croît de zéro à AB, 
et que BP décroit de AB à zéro. Il y a donc un point et 
un seul. Remarquons aussi que tout triangle rectangle 
semblable à ABP jouira de la propriété, BP = AM. Et 
réciproquement puisque, Thypoténuse étant doniiée, il n'y 
a qu'un seul triangle répondant à la propriété BP = AM. 
Au lieu d'admettre que le point M donnant la relation 
MA* = MB X AB soit sur la droite AB; nous pouvons 
le supposer sur le prolongement de M'; il n'y a plus réel- 
lement division de AB, néanmoins on convient de dire que 
M' divise AB en deux segments soustractifs [WB — M'A = ABJ 

JOURNAL D£ M4TU. thiu, 18H5 4 
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Si un tel point M' existait; on aurait, en élevant la perpen- 
diculaire AP' et en formant le triangle rectangle BMT', 
BF« = M'B X AB et M'A« = M'B X AB, donc BF = M^A. 
Par suite, la figure BP'M' se déduirait de BPA en prolongeant 
BP jusqu'à la perpendiculaire AY. Ceci établit : 1® que M' 
existe, 2^ qu'il n'y a qu'un seul point sur le prolongenoient 
de BA, et aucun sur le prolongement de AB* 



œ 



W 



y 


Y 

/ 


\ 




■ 




A 






\ 


P . 




t 




/ 


X 


\ 





K 



B 



Cela, posé, dans la figure (2) posons M'A= BF = a;' 
MA = BP = CD. Comme le triangle rectangle BP'A a l'angle 
P' égale à l'angle A du triangle BAP, ils sont semblables, 
donc, on aura PF = AB [propriété des triangles semblables 
à BAP]. 

Comme PP' = BP' — BP, on a donc x' — x = AB. 

En outre BP X BF = AB% donc x'Xx= AB^ 

Ces deux propriétés ramènent la recherche de x et celle 
de x' au problème connu : Construire dexix longueurs connais- 
sant leur différence et leur produit. 
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CONSTRUCTION 

D'UNE MOYENNE PROPORTIONNELLE 

Par M. Ed. Bordage^ professeur à Nantua. 



Sur une droite indéfinie, on prend, à partir d'un point A, 
dans un certain sens, une longueur AB = a, et, dans le même 
sens, une longueur AG = 6; puis, à partir du point B, mais 
en sens contraire, on porte une longueur BD = 6. De'G et D 
comme centres, avec b pour rayon, on décrit deux arcs de 
cercle qui se coupent en un point E; on joint AE : cette 
ligne est la moyenne proportionnelle cherchée. 



Oy 




En effet, joignons BE, CE. Les triangles ABE et AEC 
sont isoscèles ; ils sont, de plus, semblables, puisque Tangle 
à la base est commun. 

Nous aurons donc la proportion ; 

AB AE 



ÂÊ-ÂC^ ou AE^=a.ô. 



Nota. — Cette construction, qui est probablement connue^ 
nous paraît un peu plus simple que celles qui sont indiquées 
dans les ouvrages classiques de géométrie, parce qu'elle 
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n'exige pa3 la recherche du point milieu d'un segment de 
droite. Somme toute, le nombre des lignes tracées est moindre, 
dans la construction que nous communique M. Bordage, 
que dans celles que nous venons de rappeler. G. L. 



. NOTE DE GEOMETRIE 

t'ar M. Emile Vlgrarié^élèreau Lycée Saint-Louis [classe de M. Vintéjoux). 

( Suite f voir p. 54. j 



10. Théorème. — Les points dHntersection des perpendicu- 
laires abaissées des pieds de deux droites inverses sur les côtés 
adjacents sont sur deux droites inverses. 

Soil D rintersection de LRetSiV, F rintersection de RT 
ot SP. De l'égalité 

AP . AL = AT . AN, 
on lire 

AL_AN 

AT""AP 
Ce qui montre que les deux triangles ANL. ATP sont 
semblables, de même pour les triangles NFL, TDP; par suite 
les quadrilatères ANFL, ATDP sont semblables ; on en con- 
clut : 

CAF = BAD, ^ 

égalité qui montre que AD et AF sont deux droites inverses. 

11. Théorème. — Le point de Lemoine est le centre de gra- 
vité du triangle formé en joignant les projections de ce point 
sur les trois côtés du triangle (*). 

Par le point Ka je mène KaX parallèle à KKb jusqu'à sa 
rencontre avec KKc prolongée. Le triangle KKaX ayant ses 



{*} M. E. Lemoine, Congrès de Lille, 4874. 

M. D'Ocagne, Nouvelles Annales de Mathématiques y 1883 (p. 463). Exercice. 
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côtés respectivement perpendiculaires à ceux de ABC, on a ; 



BC 


AC AB' 


Mais 






KK. a K.X 5 




BC AC 


Donc : 




K.K5 — KflX, 




La figure KKaK^X 




est donc un parallé- 


/ 




logramme et les dia- 
gonales KaKb, EX se 
coupent en leur milieu 
Z; donc EcZ est une 
médiane du triangle 
KaEbKfi. On démon- 
trerait de môme que 

KKa, EEfr sont des * - - 

médianes, le point de Lemoine qui est leur point de con- 
cours K est bien le centre de gravité. 

Remarque. — Cette propriété est connue parce que, ainsi 
que nous le verrons, le point de Lemoine coïncide avec le 
point dont la somme des carrés des distances aux trois 
côtés du triangle est minima. 

12. Théorème. — Le triangle foi^mé en joignant les pro^ 
jections du point de Lemoine sur les trois côtés est le triangle 
inscrit dans le triangle ABC dont la somme des carrés est 
minima (*). 

La démonstration ayant élé donnée par M. E. Lemoine dans 
ce Journal (*).îe calculerai seulement la valeur du minimum. 

13. Théorème. — Le point de Lemoine est le point dont la 
somme des carrés des distances aux trois côtés e,H minima (**). 

{*) Journal de Mathématiques Élémentaires 1884 (p. 52). 

(**) M. E. Lemoine, Lyon 1873. — M. D'Ocagne, Applications (loc, cil»). 
Celte propriété a été rencontrée par Gauss dans la méthode des moindres 
carrés. 
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Soit K un point quelconque pris à Tintérieur du triangle 
ABC, Ka, Kb, Kc ses projections, il faut chercher le mini' 
mum de: 

KK^ -j- KK5 -|- KKc 
Sachant que: 

BG . KKa + AG . KKt +AB . KKe = 2S, 

S étant la surface du triangle ABG. 

Supposons que le point K soit assujetti à se mouvoir sur 
une parallèle à BC, on aura à chercher le minimum de 

la quantité AG . KKb + AB . KKc étant constante; mais, 
d'après nn théorème connu, il a lieu quand 

KKb KKc 

c'est-à-dire quand le point K se trouve sur la médiane anti- 
parallèle issue de A. On prouverait de même qu'il se trouve 
sur les deux autres- médianes antiparallèles, il se confond 
donc avec le point de Lemoine. 

Soit enfin K un point tel que la somme des carrés de 
ses distances aux trois côtés soit minima; d'après un théo- 
rème connu sur le centre des moyennes distances, le mini- 
mum a lieu quand le point K se trouve au centre de gra- 
vité du triangle KaKbKc, c'est-à-dire quand il se confond 
avec le point de Lemoine. 

Calcul du minimum — on a : 



/KKaV __ /KK^Y _ /KK^Y _ 



puis : 

KKa KKa' KK;^ XK^ 



BG BG . KKa AG . KK5 AB . KK 



:KE? + EKT' + KK 



2 

c 



2S 



ou 
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(KK \2 
— i j ou lire ; 

Distances du point de Lemoine aux trois côtés du triangle 
ABC. — De l'égalité : 



KXa KKfl -j- K.Kb -p KK 



c 



BG 2S 

on tire 

^^' - a« + 6» + c« • 
Surface du triangle EaE»Ke. — Oa a ; 

Les triangles semblables ABC, KEaX donnent ; 

S a» + 6* 4- c» 



KK.X KK? + KK;* + KK? 
d'où 

3{kk? + kk? + kk;^)s 



KaKbKe = SKK^X 



" •'^^ — «*- a» + 6. + ca 

I2S» . 



Somme des carrés des côtés du triangle KaKbK<.. — Soient 
C 4» i'c les médianes du triangle KaKôKc, on a : 

±[T7 + T7^r,') = ^, + 6. + c« * 

mais d'après un théorème connu : 

fro "h ^ H" ^'c = ô* KftKb -j- KfeKc + KcK<, , 

donc : 

] 2S' 

fA suivre.) 



* I 
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VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA RÈGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. G» de lionjpeliaiiips» 

(Suite j voir p. 61.) 



CHAPITRE III 

LES PROBLÈMES FONDAMENTAUX 

21. — Noui pouvons aborder maintenant la solution de 
certains problèmes qui intéressent tout particulièrement la 
géométrie de la Règle et de TÉquerre. Quelques-uns, parmi 
eux, sont très simples; nous passerons alors rapidement sur 
leur solution, en nous bornant à indiquer celle-ci; d'autres 
méritent de fixer un peu plus l'attention et nous les expose- 
rons avec les déts^ils nécessaires. . , 

Les problèmes qui vont nous occuper rentrent nécessaire- 
ment dans ceux qui sont dits dupremter degré(*}; nous ne pour- 
rons, bien entendu, aborder ceux du second degré ou, plus géné- 
ralement, les problèmes quadratiques (problèmes réductibles au 
second degré) puisque nous nous refusons Uusage du com- 
pas, instrument indispensable, du moins avec la restriction 
que nous allons faire connaître, àleur solution. A ce propos, 
nous ferons observer ici que certains problèmes du second 
degré, proposés dans la géométrie de la règle, n'ont été 
résolus, parles méthodes qu'elle peut présenter, que grâce à 
un point d'appui dont l'usage dénature complètement l'es- 
prit et le but de cette science; et c'est ce que Ppncelet a 
nettement établi, en montrant « qu'un seul cercle, décrit 

(*) Cremona, Géométrie projectile, p. 180. 
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une fois pour toutes, pouvait servir à résoudre tous les pro- 
blèmes du second degré (*) > . 

A cette idée correspond, au point de vue du d3ssin, une 
géométrie particulière (**) que nous n'avons pas à envi- 
sager ici, géométrie fort curieuse d'ailleurs, et dans laquelle 
on se propose la solution des problèmes quadratiques, en 
s*accordant seulement la présence d'un cercle dans le plan 
du dessin (***). 

22. — C'est encore «ne idée de ce genre, qui préside à 
la solution de certains problèmes do la géométrie de la 
règle, problèmes dans lesquels on se propose de mener dos 
parallèles avec la règle seule et sans le secours de l'équerro 
ou, ce qui revient au môme, de la fausse équerre. 

Parmi les questions qui rentrent dans cette dernière caté- 
gorie nous indiquerons lé problème suivant qui a^té Iraité 
par Lambert (***♦) : par un point donné dans le plan d'un 

{*) Idem, p. 1»i. 

[**] Steiner a développé cette géométrie dans un livre ayant pour titre : 
Die geometrischen Konstructionen ausgefUhrl mittelst der geraden Linien 
und eines f es len Kreises (BevWn, i93S). 

(***] Nous citerons, à l'appui de ce que nous ayançons ici, le problème 
proposé dan3 les Annales de Gergonnb (t. I, p. 239) dans les termes sui- 
vants : Trois droites indéfinies étant données de poûtion par rapport à une 
courbe quelconque du second degré, et dans un même plan avec elle; onpro^ 
pose de conslruirey en n'employant que la règle seulevenf, un triangle 
dont les trois côtés soient des tangentes à la courbe et dont les sommets se 
trouvent sur trois droites données. 

Ce problème a été résolu par Sëryois (loc. cit,,p. 337) et par Rocfaatf/oc. 
cil,, p. 342). Il pnralt soluble par l'emploi de la règle parce qu*une conique 
est tracée dans le plan du dessin, mais c'est vraiment un problème du second 
degré et la règle seule ne peut suffire à la soluti(»n des problèmes de cette 
espèce. Dans le cas présent, si Ton sn reporte aux solutions donnéej par 
Servois et Rochat, on reconnaît précisément qu'elles exigent, à un certain 
moment, la connaissance des points communs à la conique donnée et à une 
certaine droite que l'on a construite. Ces points se déterminent si la conique 
est tracée ; dans le cas contraire, il fout avoir recours à la construction des 
points doubles de deux divisions bomographiques ; or, celle-ci exige l'emploi 
du compas. 

Enfin, pour résumer eh quelques mots toute nôtre pensée sur cd point, 
il est aussi impossible de traiter les problèmes du second degré par la 
règle, que de résoudre ceux du troisième degré avec le compas. 

(••••) Lambert, Frète Perspective, X, 11, p. 189 (Zurich, 174). — Voyez 
aussi Crémona, loc, cit,, p. 80. 
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parallélogramme mener j au moyen de la règle «eute, la paral- 
lèle à une droite située dans le même plan. On voit de suite 
quel est le point d'appui de la construction proposée; celle-ci 
ne devient possible avec la règle seule (j'entends la règle 
dans le sens ordinaire du mot; non pas la règle plate, bien 
entendu, mais, si Ton peut dire, Za règle à une dimension) que 
grâce à la présence du parallélogramme qu'on suppose tracé 
dans le plan du dessin. 

Si Ton accorde la règle plate, le problème qui consiste à 
mener y par un point donnée une parallèle à une droite également 
donnée se résout sans qu'il soit nécessaire de connaître un 
parallélogramme dans le plan du dessin; la règle plate per- 
mettant de tracer des parallèles équidistantes et, par suite, 
des losanges. 

23. — Voici d'ailleurs, pour marquer par un exemple 
toute l'utilité de la largeur donnée à la règle plate, comment 
le problème précédent a été résolu par le général de Coat- 
pont (*). 

Soit A la droite proposée ; par le point donné A, on pro- 
pose de mener une parallèle à cette droite. On place la 

4 règle dans la posi- 
tion 1, de façon que 
Tun de ses bords 
passe par A ; on 
marque les points 
B et B', puis on fait 
occuper à la règle 
les positions suc- 
cessives 2, 3, 4, en 
^ traçant successive- 

ment les droites a, ^, y. La droite AD obtenue, comme 
le montre la figure, est la parallèle cherchée. 

24. — Nous allons maintenant quitter ces généralités; 
mais il nous a paru nécessaire, avant de nous engager plus 







(*) Nouvelle Correspondance mathématique (t. III, 1877, p. 205). 
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profondément dans notre sujet, de bien définir les limites 
que nous lui avons tracées, et que les développements qui 
précèdent mettent, croyons-nous, suffisamment en lumière. 

Et, pour nous résumer ici, il est donc bien entendu que 
la géométrie pratique que nous écrivons vise uniquement 
Jes problèmes du premier degré, pour la solution desquels 
elle adopte la régie ordinaire^ la règle plate^ Véquerre et la 
fausse équerre. Dans les opérations faites sur le terrain, 
opérations qui seront. développées dans la seconde partie 
de ce livre, nous nous accorderons aussi le cordeau. Une 
simple ficelle, comme dirait Servois, fait tout cet instru- 
ment; mais nous montrerons alors le parti qu'on en peut 
tirer. 

Ceci dit, nous abordons Texposition de quelques problèmes 
qui sont d'un constant usage;, et que, pour ce motif, nous 
appelons problèmes fondamentaux. Pour quelques-uns d'enlre 
eux, nous ne ferons usage que de la règle seule; pour 
d'autres, nous utiliserons la règle et l'équerre; mais, daus 
tous les cas, nous nous interdisons formellement l'emploi du 
compas. Enfin, pour éviter toute d 

confusion, nous aurons soin de ,xA 

spécifier toujours la règle plate, ,.-'' / 

quand nousnousenservirons;sinon, .•' 

le mot « règle » désignera Tins* y-^' 

trument dans son sens ordinaire. A» ^ / \ b 

/ 

y 

25. — Problème I. Partager un / y-' 
segment AB en deux parties égales^ \ / y' 

Avec la règle et l'équerre on V-'' 

trace des parallèles qui forment 
un par^allélogramme, dans lequel '^* '^* 

AB est une diagonale. La droite CD passe par le .milieu 
de AB. 

26. — Problème II. Étant donné un segment AB, sur une 
droite indéfinie A, porter ce segment sur A, à partir d'un certain 
point .0, donné sur A. 

On trace, d'abord, une droite A' parallèle à A, puis on 
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/» '_ 



."> 



forme successivement les parallélogremmes ABCD, CDOM. 

Il résulte Se cette 
construction que 
OM = AB. 

On peut donc, 
avec la règle et 
réquerre, porter des 
longueurs déterm i- 
nées, sur la droite 




Fig. 47. 




qui les contient, oa sur des parallèles à celte direction, à 
partir d'un point donné. 

27. — Problème III. Prendre te symétrique (Tun point A, 

par rapport à un autre point B* 

Ce problème peut, mani- 
festement, être considéré 
comme un cas particulier 
du précédent. Il suffit d'ap- 
pliquer la construction que 
nous avons indiquée tout à 
Pig- ^s. l'heure, comme le montre 

la figure ci-contre. Le point A', ainsi obtenu, est le symé- 
trique de A, par rapport à B. 

28. — Problème IV. Porter une longueur donnée AB, sur 
une droite indéfinie A, inclinée de 60^ sur la direction de AB, à 
partir d'une origine donnée 0. 

Projetons, avec Téquerre, les points A et B, sur A ; puis, 
prenons, comme nous venons de le montrer au paragraphe 
précédent, le point A"' symétrique de A', par rapport à B. 
Nous avons évidemment A' A' = AB et, pour achever la 
construction proposée, il suffira de porter A' A', à partir de 
l'origine 0, comme nous l'avons indiqué plus haut (§ 2d). 

C'est ici le lieu de faire observer que la règle, dans le sens 
ordinaire de ce mot, ne suffit pas, comine nous l'avons fait 
observer dans la préface de ce livre, pour résoudre, dans 
le cas général, le problème que nous" venons de traiter dans 
deux cas particuliers. Nous allons d'ailleurs nous occuper, 
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dans le paragraphe suivant, du cas général; mais en 




Fig. 49. 



prenant la règle dans le sens (jue lui a donné le général do 
Coalponl, et que nous avons fait connaître. 

29. — Problème V. Parler wn segment AB, sur une droite 
donnée A. 




Fig. 90. 



Si nous disposons la règle plate, à bords parallèles, suc- 
cessivement, comme l'indique la figure, la droite OM est vi- 
siblement la bissectrice de Tangle formé par AB avec une 
des directions de A. Après avoir tracé les droites U. et V, 
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puis OM, si nous abaissons sur celle-ci des perpendiculaires 
AA.', BB', nous obtenons, sur A, deux points A' et B". La 
longueur A'B' est égale à AB. 

Si Ton veut porter AB à partir d'une origine donnée sur A 
on aura recours à la construction indiquée plus haut {§ 20). 

30. — Paoblèms VI. Tracer la bissectrice d&deux directions 
données. 

Si Ton veut obtenir, avec la règle plate, la bissectrice des 
serai-droites OA, OA' on placera cette règle, successivement, 
dans les deux positions indiquées par la figure ci-dessus; 

la droite OM, comme nous l'avons 
déjà remarqué, est la bissec- 
trice cherchée. 

31. — Problème VII. Par un 
point donné M, mener une droite 
qui soit partagée en deux parties 
égales par ce point et par deux 
droites données A, A'. 

On mène par M (fig. 21) des pa- 
rallèles MA, MB aux droites A, A'; 
la droite cherchée CD est la parallèle à AB, tracée par M. 

32. — Problème VIII. Étant données deux parallèles A, A', 

mener, par un 
point donné P, 
avec la règle 
seulcy une pa^ 
rallèlej à^ ces 
droites. ~ 

Ayant tracé, 
dans »* Tordre 
indique l^par 
les chiffres 
, placés sur la 
figure, les 
droites i, 2,.. 




¥ig, V. 




Firj, 22. 



7 ; on déduit par cette construction, du point P, le point 
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Q. La droile PQ, pour des raisons connues, ou faciles à 
trouver, est parallèle à A et à d'. 

Ce problème est d'ailleurs un cas particulier du suivant, 
également bien coonu. 

33. — PnoBLÈMK IX. Joindre un point donné au point com- 
mun à deux droites 

tracées, ce point de \^ 

concours étant inac- ^\ 

cessible, en ne se ser- \ 

vont que de la règle. "\ 

Ce problème se 
résout, avec la règle ^"^''s,,,,,^^ 

seulemeut, par une 
construction iden- 
tique à celle que 

nous avons indiquée .,.- 

au paragraphe précé- ^'3- *3. 

dent et que la figure ci-contre rend sufTisammect explicite. 




pROBLÈMK X. Trois droites A, A', A", étant tracées sar 
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un dessin^ mais leur rencontre ayant Ueu en dehors des limites 
de Vépure^ vérifier avec la règle seule qu'elles sont concou- 
rantes. 

Ayant pris un point P, arbitrairement d'ailleurs, mais 
dans les limites de l'épure, on trace par P deux transversales 
quelconques 8, 8' et Ton achève Ja construction indiquée 
par la figure. En supposant que A, A', A' soient concourantes, 
on sait que 00' représente la polaire du point commun 
R, par rapport au couple 5, 8' ; d'aillenrs cette polaire doit 
passer par P. Ainsi, les trois points 0, 0', P sont en ligne 
droite, si A, A' et A" sont concourantes. La réciproque est 
vraie, 

35. — Problème XI. Étant donnés trois^. points en ligne droite 
0, w, 0'; trouver, avec la règle seule, le point w', conjugué 
harmonique de o), par rapport au segment 00'. 




F'O. ?■>. 

On trace d'abord les droites i, 2, 3, en joignant avec la 
r^gle un point arbitraire P aux trois points donnés 0, w, 0'; 
on prend ensuite Q, arbitrairement d'ailleurs, sur wP; enfiu, 
on achève la couslruction par le tracé des ligues 4, 5, 6. 
Le théorème relatif aux diagonales d'un quadrilatère com- 
plet indique que (»)' est le point demandé. 
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Cette constraction bien connue, pour trouver le qua- 
trième élément d'un groupe harmonique, parait avoir été 
imaginée par De la Hire (*). Le problème I, traité plus 
haut, peut être considéré comme un cas particulier de 
celui-ci, en supposant que (o est le point situé à l'infini 
sur 00'. 

36. — Problème XII. Étant données trois droites, PO, Pw, PO'; 
trouver la droite Po)', rayon conjugué harmonique de Po) par 
rapport au couple PO, PO'. 

Ce problème est analogue au précédant; et, comme celui- 
ci, sa solution n'exige que l'usage de la règle. 

37. — Problème XIII. Étant donnés quatre points a, b, c, d 
d^une part sur une droite A ; et trois autres points a', b', c' 
sur une droite A', trouver un point à! sur A' tel que le rapport 
anharmonique (a, b, c, d) soit égal au rapport anhaimonique 
(a', b', c', d'). 

Ce problème bien connu se résout, comme l'on sait, en 
joignant a'd et en faisant sur cette droite, en a\ a, p, d, 
la perspective du groupe a, 6, c, d; puis, avec un nouveau 
point de vue, placé à l'intersection des droites ab\ ^c', la 
perspective du groupe a', a, p, d, sur A' en a', b\ c,' d\ 
On a 

(a, h, c, d) = {a\ a, p, d), 
et 

(a , a, p, d) = {a\ b\ c\ d) ; 
par suite, 

(o, b, c, d) = (a, b\ c, d'). 

38. — Problème XIV. Prendre le symétrique (Vun point 
donné 0, par rapport o une droite A, également donnée de 
position. 

*0n trace d'abord le parallélogramme OABG; ayant mené 

(*) De la Hire, Sectiones Conicœ (Parisiis, 1685), I, 10. — Voyez aussi 
Chemona, Iûc. cit., p. 40. 
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A' parallèle à A, puis A' perpendiculaire à A, le point 0' 
sitné à rintersection de A' et de A' est le point cherché. 




Fig. se. 

Cette solution exige, bien entendu, l'emploi de la règle et 
de réquerre. 

39, ~ Problème XV. Construire le sixième point d*nne 
involution, connaissant cinq points de cette involution. 

On sait que c'est à Desargues que Ton doit attribuer l'idée 
première de l'involution. Lorsque six points sont en ligne 
droite, ils ne constituent pas, en général une ponctuelle en 
involution, et, pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et 
suffisant que la ponctuelle considérée puisse se séparer en 
deux groupes (a, 6, c; a', b\ c'), de telle façon que les cercles 
décrits sur aa\ bb\ cc\ comme diamètres aient le même axe 
radical. 

Le théorème de Desargues, pris dans son interprétation 
la plus générale, peut être exprimé dans la forme suivante ; 
Trois coniques ayant les mêmes points communs déterminent sur 
une transversale quelconque six points en involution. 

En appliquant cette propriété aux trois coniques aplaties 
qui passent par quatre points donnés, on obtient un corollaire 
du théorème précédent. Ce corollaire, visant le quadrilatère 
complet et ses diagonales, peut se démontrer directement; 
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il permet évidemment, avec la règle pour tout instrument, 
de construire le sixième point d'une involution. Cette remar- 
que a d'ailleurs été faite depuis longtemps (*). 

(À suivre.) 

BIBLIOGRAPHIE 



Géométrie descriptive pour l'Enseignement secondaire spé- 
cial, conforme au programme du 28 juillet 1882, par 
M. Ernest Lebon, agrégé de l'Université ; professeur de 
mathématiques au lycée Gharlemagne (**). 
Nous sommes heureux de signaler la publication de ces 
deux nouvelles éditions d'un ouvrage dont le succès est 
assuré. L'auteur, qui, par un langage sobre et précis, avait 
déjà facilité le travail de l'élève vient de le simplifier encore 
par la disposition typographique. D'après cette disposition 
les figures sont en regard du texte et quelques-unes ont 
même été répétées pour augmenter la commodité. 

Plus de deux cents problèmes gradués à résoudre, dont 
la plupart sont dos épures numériques, permettent à l'élève 
d'appliquer les théories qu'il vient d'apprendre et de s'habi- 
tuer à exécuter des épures entrant dans un cadre donné. 
Ce choix d'exercices, dont le fond est pris dans les éditions 
précédentes, allège la tâche du professeur en lui évitant les 
tâtonnements inséparables de la rédaction d'une épure et 
l'ennui de rechercher, pour chaque nouvelle question, une 
application immédiate. 

Cet ouvrage peut être regardé comme un résumé du 
Traité de Géométrie Descriptive pour l'enseignement secon- 
daire classique (***). A cet égard nous pensons qu'il convient 

(*) Annales de Gergonne : t. XVII, p. 185. (Sturm; Théorie des lignes du 
second ordre). 

(**) Delalain, éditeurs. Cours de S* année (A* édition). Prix : 3 francs. — 
Cours de 4» et 5* années (2« édition). Prix 4 fp. 50. 

(**•) Delalain , éditeurs. Premier volume : Mathématiques élémentaires, prix 
5 francs. — Second volume : Mathématiques spéciales, prix 12 francs. — 
Supplément au premier volume : préparation à l'École de Saint-Cyr, prix 3 fr. 50. 
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parfailement aux candidats au baccalauréat es sciences 
qui ne préparent pas Texamen d'admission à TÉcole Poly- 
technique, ainsi qu'aux candidats à TÉcole Navale. 

N. Lesage, 
Professeur au Lycée Charlemagne. 



QUESTION 94 

Solatlon par M. l'abbé H. Ropert, Professeur au Petit Séminaire 

de Guérande. 



Soit un triangle ABC : désignons par A', B', G les points de 
contact du cercle inscrit A avec les côtés de ce triangle. On sait 
que les droites AA', BB', GC sont concourantes. Soit w le point 
de concours : prenons ce que nous nommons le point w' réd- 
proque de w. (Ce point est défini de la manière suivante : on 
prend A" symétrique de A' par rapport au milieu de BC ; de 
même pour B" et G" ; w' est le point de concours de kk\ BB', GG'j. 
On propose de démontrer que le point cd', le centre de gravité 
G du triangle ABG, et le centre rfe A, sont trois points en 

ligne droite. On demande la valeur du rapport j^. (G. L.) 

Gherchons la distance de w' au côté BG. Le triangle ABA', 
coupé par la transversale Gw'G'^ donne 

CA] G^ (^ _ 

GB • (TA * co'A" "■ ^* 
On en déduit : 

Ao/ _ BG . A G'^ __ a{p — b) _ a 
AV "" CTTeG" "" (p — b)(p — a) ~ p"^=a' 
Désignons par 8a la distance cherchée ot par ha^Si hauteur 
correspondante au côté BG : on aura 
Oa A'(o' A"o)' p — a p — a a 



I , 



ha A' A" A^o)' + Ao)' (p — a) + o p p 

ha = ha = ha — ^^ = ha — 2r; 

p p 

en représentant par r le rayon du cercle A. 
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On aurait, de la même manière, pour les distances de o)' 
aux deux autres côtés du triangle : 

8b = Ab — 3r, 




11 résulte de là que le point cd' est à la même distance 2r, 
des parallèles menées aux côtés du triangle ABC par ses 
sommets : c*est donc le centre du cercle inscrit au triangle 
^i^fii formé par ces parallèles. Mais les deux triangles ABC, 
AiBiGi sont inversement homothétiques; le centre d'homo- 
thétie étant le point G centre de gravité commun aux deux 
triangles, et le rapport d'homothétie étant 2. Donc les deux 
points homologues et w forment avec le point G une seule 

et môme ligne droite. De plus — - = 2. 

Remarque. — • La question précédente peut être généralisée. 
En effet, on démontre facilement au moyen du théorème des 
transversales que les douze lignes qui joignent les sommets du 
triangle ABC aux douze points de contact du cercle inscrit et 
des trois cercles ex-inscrits, concourent, trois par trois, en 
huit points. Le point w' étudié ci-dessus est évidemment l'un 
de ces points. Trois autres de ces points que je désignerai jmr 
(Oa, (Ob, (Oc, sont situés aux distances respectives 2ra, 27' b> ^i\ 
des côtés du triangle AjBiCi, en sorto que ces points sont 
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les centres des cercles ex-inscrits de ce triangle AiBiGi. 
Des calculs aussi simples que ceux que nous venons de 
présenter conduisent à ces différents résultats. 

Un raisonnement semblable au précédent nfonirerait 
aussi que les points o)a et Oa, w^ et Of,, Wç et Oc sont en ligne 
droite avec le point G, et que 

G(ùa Gcoi, G(Oc Go)' 

GÔI"^ GÔt"" Gâ "" GÔ "" ^' 
Évidemment, je représente par Oa, Ot,, Ob, les centres des 

cercles ex-inscrits au triangle ABC, et par Vay re,, ?'c leurs 

rayons. 

Note. — L'observation qui termine la solution qu'on vient 
de lire n'est pas, il nous semble, une généralisation de la ques* 
tion proposée ; elle constitue plutôt une extension de celle-^ 
ci aux cercles ex-inscrits, et cette sorte d'exlension s'applique 
manifestement à toutes les questions qui concernent le cercle 
inscrit à un triangle, avec les modifications convenables. 

Mais il existe, de cette question que nous avons empruntée^à 
notre mémoire sur la transformation par points réciproques 
{Annales de lÉcole Normale, 1867), une véritable généralisa- 
tion. Cette intéressante généralisation que nous a signalée 
M. Chapron est la suivante : 

Dans un polygone circonscriptible à un cercle, le centre de 
gravité G du périmètre, le centre de gravité G de la surface et le 
centre de la circonférence inscrite sont en ligne droite; de 

plus le rapport des longueurs Gg et OG, e^^ égal à -. 

Cette question a été proposée dans le Journal de Mathé- 
matiques élémentaires de M.Yuibert et elle a été résolue^ très 
élégamment, par M. Bousquet (loc, cit,, 1879-80, p. 86), en 
employant la méthode statique de Jean de Ceva. 

M. Brocard nous fait aussi observer, avec raison, que la 
solution de la question 94 est renfermée dans la note IV 
de son étude relative à l'Hyperbole des neuf points (Jour- 
nal de math.spéc, 1884, p. 207). Le point réciproque de celui 
qu'on obtient en joignant les sommets du triangle aux points 
de contact du cercle inscrit, d'après M. Brocard {loc, cit.), 
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parait avoir été signalé et étudié particulièrement par 
Hocheim {Archives de Grunerty t. III, 1871); de là, le nom 
de point d'Hocheim qu'on lui a quelquefois donné. 

Gr.L. 

Nota. — Autres solutions par MM. Alfred Fitz-Pairick, 
élève de troisième année à renseignement spécial, Lycée 
d'Angoùlême; Vigarié, élève au lycée Saint- Louis, classe de 
M. Vintejoux; Chapron, à Bragelogne. 



QUESTIONS PROPOSÉES 

178. — Démontrer que si d est la distance du centre du 
cercle circonscrit au triangle ABC, au point de concours 
des droites qui joignent les sommets aux points de contact 
des cercles exinscrits, et si R et r sont les rayons du 
cercle circonscrit et du cercle inscrit on a : 

- = R — 2ir (S. Boubals.) 

179. — Sur une droite fixe OX, on porte trois longueurs 
OA', OB', OG, proportionnelles aux carrés des côtés d'un 
triangle; puis on forme les angles XA'M, XB'N, XG'P, res- 
pectivement égaux aux angles opposés, dans le même 
triangle. 

Démontrer : 

1® Que les trois droites A'M, B'N, C'P se rencontrent en 
un même point T; 

â'' Que les longueurs AT, B'T, C'T sont proportionnelles 
aux rectangles bc, da, ab des côtés; 

3^ Que la perpendiculaire TQ abaissée sur OX est d'une 
longueur proportionnelle au double de Taire du triarLgle ; 

4<>, Que OQ est proportionnelle à — -^ -^ — ; 



5*> Que OT est proportionnelle à \/a*b^ -f- 6*e« + c*a^; 
6° Que l'angle XOT = ô est égal à l'angle de Brocard 
b'est-à'dire déterminé par la relation : 

cotg ô = cotg A H- cotg B -f cotg G. (Laisant.) 
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180. — Sur une droite fixe OX, on porte trois longueurs 
OA', OB', OC égales aux côtés d'un triangle; puis on forme 
les angles XA.'M, XB'N, XG'P, respectivement égaux aux 
moitiés des angles opposés dans le même triangle. 

Démontrer : 

1® Que les trois droites A'M, B'N, GT se rencontrent en 
un même point T; 

2° Que les longueurs A'T, BT, CT sont égales aux dis- 
tances des sommets des triangles au centre du cercle 
inscrit; 

3^ Que la perpendiculaire TQ abaissée sur OX est égale 
au rayon du cercle inscrit; 

4® Que OQ est égale au demi-périmëtre; 

o" Que l'angle XOT = <p est déterminée par la relation : 

ABC 
colg © = colg — |- cotg — |- cotg -. (LaisanU) 

t!i Jlt ^ 

181. — Résoudre les équations 

^\ — ^^ ~ ^'' 

js* — xy = c* ; 
eu déduisant de celles-ci deux équations du premier degré. 

Œducational Times.) ' 



Nota, -r- L'abondance des matières nous force à remettre, 
au prochain numéro, la suite de l'article de M. Ferrent 
sur l'aualyse indéterminée. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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ÉTUDE ELEMENTAIRE D'ANALYSE INDÉTERMINÉE 

DU SECOND DEGRE 
Par M. Ferrent. 

[Suite, voir p. 49.) 



62. — Mais, dans le cas ou 6* — 400 = 0, il esl inutile 
de réduire l'équation générale. 

Nous pouvons, en effet, résoudre cette équation par une 
méthode que nous croyons nouvelle, et qui donne les valeurs 
des inconnues, sous forme algébrique, en supposant connue 
une première solution. 

Dans cette résolution nous mettons en évidence deux 
points principaux : 

1<* Quand r équation admetune solution, elle en admet une infinité; 

2® La connaissance d'une seule solution suffit toujours pour 
amener la connaissance de toutes les autres. 

Nous ne pouvons pas supposer que les deux carrés man- 
quent à la fois dans Téquation générale; car, s'il en était 
ainsi, à cause de la relation 6' — 400 = o, 6 serait égale- 
ment nul, et réquation se réduirait au premier degré. Nous 
pouvons donc supposer le coeflRcient, a, de j/* différent de zéro. 

Les coefficients étant entiers, il résulte de la relalion 
6» — ^ac = o que b est pair; posons donc 6 = 2b' , et cette 

relation devient 

6'» — oc = o (140) 

et réquation générale sera 

ay^ +• 2Vxy -f- ex' + rfi/ + /îr -f- 3 = o. (141) 
Multiplions tous les termes par a, qui n*est pas nul, et 
remplaçons ac par 6'*, pour éliminer c : 

a^yt ^ 2aVxy + U^x^ + ^^2/ + ^f^ + a? = o ; (142) 
t/ et X étant une première solution, on aura 

o«t/'» + 2a6 Vj/: + b'^x'* + ady' + afx' + a^ = o ; 
d'où 

a*(t/» — y") + 2ab\xy — x'y') + V\x^ — a?'«) 

-f- ad{y — y') + af(x — x') = o 
et, comme 
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9{xy — xy) = (a? + x)(y — y') + {x — x')(y + y'), (143) 
il vient {*) 

My + y'} + ab'ix + x') + ad](y - y') 
= - mx + X-) + ab'iy + 1/') + a/Ko; -x') 
ou, en supprimant le facteur commun a, 

[% + y') + «''(a' + a;') + d](y - y') 

= - \j^(x + œ') + 6'(y + y') -t- /|(œ - x)r (144) 

a? — ac' doit diviser le premier membre ; mais nous ne pou- 
vons pas supposer que ce binôme divise l'un ou l'autre des 
facteurs qui le composent. 

Pour laisser à l'équation toute sa généralité, nous devons 
supposer le binôme x — x' égal au produit rr' de deux 
facteurs, dont chacun divise l'un des facteurs du premier 

membre; — — {x -\-x') + ^in 4" V') "i* /) devra aussi être 

le produit ss' de deux facteurs, dont chacun sera égal au 
quotient d'un des facteurs du premier membre par r ou r'. 
Nous aurons ainsi les équations : 

x — x' = rr\ (145) 

-- [^ (X + X) + V{y + t/') + /] = ss\ (146) 

y — y' = rs, (147) 

o{y + »') + H^ + x') + d = rV. (148) 

Eliminons ^ et a; : 

- [^ (20.' + r/) + b\2y' + rs) + /] = ss' ^^ ^^^Q^ 

a(2y' + rs) + b\2x' + rr') + ci = rV 

(*) Nous aurions pu opérer autrement la transformation qui nous a con- 
duit à l'équation (144). 

Les trois premiers termes de (142) et de l'égalité suivante formant le carré 

d'un binôme, nous aurions pu écrire ces deux relations : 

(ay + b'x)^ 4- ady -f afx +05^ = 

et 

[ay + b'x')* + ady' + afx' + ag = 0; 

d'où 

[ay + b'x)* — (ay' + ^'^? + «^(2/ — V') + «/(a? — a>'] = o, 
équation qui donne immédiatement la relation (144), en remplaçant la dilTé-* 
rence des carrés par le produit de la somme des racines par leur différence. 
Nous avons préféré rappeler la relation (143), déjà mentionnée par Euler, 
relation qui permettrait d'opérer une transformation semblable à la précédente 
dans le cas où les trois termes du second degré ne formeraient pas un carré. 
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Multiplions la première de ces deux équations par a, la 
seconde par b\ et ajoutons 

ass' + h'rs = b'd — af (150) 

Soit ic le plus grand commun diviseur de a et b'; tc divise 

toujours le second membre : 

^ ' I *' / ' b'd — af ;^ . 

- ss -| rs = . (151) 

s' doit diviser le second membre; celui-ci étant numérique, 
s' ne pourra prendre qu'un nombre limité djB valeurs. Soit <i' 

l'une d'elles : 

a t b' , b'd — af /.m«\ 

-5 +-r'= \ (1JJ2) 

TC TU 7i<y 

<j et p' étant une première solution de cette équation, les 

solutions générales seront : 

, b' 

s = (T -f- — ' 

r = p / 

Portons les valeurs de s, r' et s dans la seconde des 
équations (149) : 

a Uy' + r {a + ^t)\ 

+ b' hx' + r (p' — ^/)1 + d = pW — %'t. 

Les termes du second degré disparaissent, et l'équation 
se réduit à 

(ad + b'p') r + ^t = p'g' — 2ay' — 2b'x' ^ d. (154) 
(j et p' étant une première solution de (152), on a 

an + 6V = ^:i^. ' (155) 

(164) devient donc 

b'd — af aa' . . 

— - — L r + — ^ = p'd' — 202/' — 26V — d. (156) 

Soit t1 le plus grand commun diviseur de 7—^ ^^ ~- '» 

7c' devra diviser le second membre, et on devra rejeter les 
valeurs de li et les correspondantes de <t, p' et (t\ qui ne 
rempliraient pas cette condition. 



j - - - ^ - 
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D'ailleurs, on n'a pas h craindre que Téquation (1S6) ne 
puisse jamais être résolue en nombres entiers pour aucune 
valeur de (s , 

En effet, parmi les valeurs que fs est susceptible de pren- 
dre, il existe toujours la valeur a' = i, et cette valeur permet 
toujours de résoudre Téquation (156). 

Cette équation devient en effet, dans cette hypothèse, 

(Ud — af)r + ^ / = p' — 2ay' — 26V — d. (157) 
Le plus grand commun diviseur des coefficients des incon- 
nues est—; car — divise af, et, comme Ton a 

V* = ac, 

ou 

y ,, a 

— . 6' = - c, 

TU 7C 

— divise - V, et, par conséquent, 6', puisque - et — sont 
premiers entre eux (*); - divise donc b'd et b'd — af 
Or,— divise toujours le second membre de (157); - divise 

TZ TZ 

en effet 2ay' et 26'a?'; il nous reste donc seulement à prou- 
ver que - divise p' — d. 

TZ 

Dans l'hypothèse <j* = i , la relation (155) devient 

aa -f- b'p = Vd — afy 
ou 

et à 

d'ailleurs —, qui est premier avec -, divise p' — d. 

7C TZ 

p et T étant une première solution de (156), cette équation 
sera résolue par les valeurs : 

(*) —, qui est premier avec -, divisant b' ou r, —, divise donc ic,* a sera 
me à la fois un multiple de ic et un diviseur de «'. 



donc 



I. •■. . ta * • 

^ te 1 w . • » 
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TZ <5 J 

Les valeurs de y et x (145) et (147) deviennent d'abord, 
à cause des valeurs (153) : 

x = x' + r(^p'--^ty 
et enfin d'après (158) : 

y = y +(p + — T<^ hJ + — ^ + —""^7:7 — ^j 

\ 7nt/\ TT TTTCff y. 

dans lesquelles les six quantités a, (j, p\ tc', p et r pour- 
ront prendre un nombre limité de valeurs différentes. 

La suite des opérations qui nous ont conduit au résultat 
précédent nous permet d'établir les deux points annon- 
cés au débuts à savoir : 1° que, s'il eociste une solution, il en 
existe une infinité, et 2® que la connaissance d!une seule solu- 
tion suffit pour en déduire la connaissance de toutes les autres. 

(A suivre.) 

NOTE DE GÉOMÉTRIE 

Par M. Emile Vigarié, élève au Lycée Saint-Louis [classe de M.Vintéjoux). 

[Suitey voir p. 76.) 



14. Théorème. — Les trois médianes antiparallèles pas- 
sent respectivement par les trois sommets du triangle formé par 
les côtés des carrés construits extérieurement sur les côtés du 
IrianCfle donné (*). 



(•) M. d'Ocagne (loc, cit.] Exercice, p. 463. — J. 'Senher g, Mathesis, 1881. 
Celte propriété, signalée pour la première fois par Grèbe (Archives de Grunert 
t. VIII), fait que le point de Lemoine est souvent désigné en Allemagne sous 
le nom de Point de Grèbe. 
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Je joins le point de rencontre des côtés extérieurs des 
carrés construits sur AB, AG au point A. Si d'un point M 
de -cqUq droite j'abaisse des perpendiculaires sur les côtés 
extérieurs des carrés, ces perpendiculaires sont proportion- 
nelles à AB et AG; ce qui montre que le point M se trouve 
sur la médiane antiparallèle issuade A. Le point de Lemoine 
est donc le centre d'homologie du triangle ABG et du triangle 
formé par les côtés extérieurs des carrés. 

Remarque. — Le théorème est encore vrai si Ton construit 
les carrés intérieurement sur les côtés du triangle ABG. 

15. Théorème. — La médiane antiparallèle est conjuguée 
harmonique de la tangente au cercle circonscrit issu^e du même 
sommet par rapport aux côtés adjacents (*). 

Soit Al le point où la tangente en A au cercle ABG coupe 
le prolongement de BG. Les deux triangles semblables ABA^, 
ACA| donnent 

BAi _ AB AAi _ AB 

AAi ~ AG ' GAi ~ ÂG' 
Foli 

A^B __ ÂF _ Ba 
Â;;G "" ^ - G^- 

Beaucoup de propriétés de la médiane antiparallèle 
s'appliquent à cette nouvelle droite; j'en indiquerai quelques- 
unes dans la suite. 

16. Théorème. — On prolonge dans le sens BA le côté 
AB du triangle ABG d'une longueur égale AB' en B\ et en G on 
élève des perpendiculaires respectivement à AB, AG qui se cou- 
peut en I ; AI est perpendiculaire à la médiane antiparallèle 
issue de A (**). 

Soient JJ', TT' les projections des pieds a et Ma de la 
médiane antiparallèle et de la médiane sur AB, Ad ; on a 

MoAG = jJi = M^', 
le quadrilatère ABIG étant inscriptible (deux angles op- 
posés droits) 



(*) M. E. Lemoine. Lyon 1873. - M. d'Ocagne (loc, cit.), 1884 p. 28. 
(**) M. d'Ocagae, loc. cit. Exercice, p. 463. 
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B'IA := B GA; 
or ÂMa joignant les milieux de BB', BG du triangle BB'G, 
les deux droites ÂMa, B'G sont parallèles alors : 

MaAG = FCA; 
par suite 

MoTT = B'IA. 







A^ 



Les deux angles égaux ont un côté BI, MoJ parallèles, 
les deux autres AI, JJ' le sont aussi; or JT' est perpen- 
diculaire à Aa. Donc AI est perpendiculaire à la médiane 
antiparallèle issue de A. 

On peut aussi observer que B'G est perpendiculaire à JJ'. 

(A suivre.) 
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LES CARRÉS MAGIQUES DE FERMAT 

RESTAURÉS ET PUBLIÉS SUR DES DOCUMENTS ORIGINAUX ET INÉDITS 

Par M. Edouard liiicas* 



On appelle Carré magique Tensemble de nombres égaux 
ou inégaux placés dans les cases d'un carré de telle sorte 
que la somme des nombres renfermés dans chacune des 
lignes, des colonnes et des diagonales soit toujours la même 
et égale à un nombre fixe appelé la constante du carré. 

Autrefois, on ne considérait que les carrés magiques for- 
més par la suite des nombres entiers consécutifs ; mais on 
a dû amplifier celte définition à cause de la question des 
carrés dits à enceintes. Dans une lettre bien connue de 
Fermât à Mersenne, on trouve un carré incomplet de ce 
genre avec 144 cases remplies par Fermât; mais « parce que le 
temps me manque, écrit-il,, je diffère à vous envoyer les cinq 
enceintes qui manquent, pour parfaire le carré entier de 22, 
jusqu'au départ du prochain courrier. Après cela vous devez 
croire que, dès que j'aurai le loisir, j'irai aussi avant sur 
ce sujet qu'il est possible. » Nous donnerons plus tard la 
restauration complète de ce carré; cette restitution qui 
portait sur la recherche de 340 nombres a été faite d'une 
manière fort remarquable par M. V. Goccoz, commandant 
d'artillerie en retraite; mais nous espérons plus et donner 
le nombre des solutions du problème d'après les indications 
de Fermât. 

Nous ferons observer que la plupart des auteurs qui ont 
écrit sur les carrés magiques, et ils sont nombreux, 
paraissent s'être trompés en ne considérant la question 
qu'au point de vue arithmétique; c'est, avant tout, une 
question d'algèbre pure. Il s'agit de trouver pour le carré 
de quatre, par exemple, seize nombres assujettis à dix condi- 
tions; quatre pour les lignes, quatre pour les colonnes, et 
deux pour les diagonales. On pourrait donc appliquer les 
méthodes ordinaires de la discussion d'ua système d'équa- 
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lions du premier degré et exprimer les inconnues en fonc- 
tion de six d'entre elles. Mais on voit imméiiatement que 
les conditions du problème ne sont pas distinctes, et que 
Tune d'elles est la conséquence des neuf autres. En effet, 
lorsque Ton a imposé aux seize nombres les conditions 
telles que la somme des quatre lignes et des trois premières 
colonnes soit la même, il est bien évident qu'il en est 
ainsi de là quatrième coloniie. Mais, si Ton supprime cette 
condition, le problème devient dissymétrique, pour ainsi dire, 
et fort difficile à résoudre par les procédés ordinaires. Si 
Ton traite la question des carrés magiques par la théorie 
des déterminants ou par la résolution algébrique des équa- 
tions suivant la méthode ordinaire, on est conduit à d'énormes 
calculs. C'est peut-être la première marche suivie par Fer- 
mat lorsqu'il écrit dans une autre lettre à Mersenne que les 
inventions de Frénicle le ravissent, et qu'il désirerait con- 
naître quelques-unes de ses méthodes, en avouant que les 
siennes, pour le sujet des carrés magiques, comme pour 
d'autres, conduisent à de grands calculs. 

Quoi qu'il en soit, la théorie complète des carrés magi- 
ques paraissait une énigme dont on devait attendre long- 
temps encore la solution, lorsque nous avons eu le bonheur 
de mettre la main sur des manuscrits originaux et inédits 
de Fermât; ces manuscrits se composent de quatorze cahiers 
et de feuillets détachés. Le présent mémoire a pour but de 
montrer la marche suivie par Fermât dans la formation 
des carrés pairs, d'après l'étude des dessins et des 'carrés du 
manuscrit. La méthode est loin d'être développée; chaque 
page contient quelques dessins faits d'un trait de plume et 
des carrés magiques avec des lettres, presque toujours, et 
quelquefois des chiffres. Au-dessous, une ou deux lignes 
indiquant par le signe oo ou œq l'égalité de nombres com- 
pris dans les cases indiquées et réunies par un trait sur le 
dessin; puis le nombre des solutions pour chaque dessin et 
pour chaque carré. Nous avons cherché à reproduire aussi 
fidèlement que possible la pensée de notre auteur favori; 
mais pour la rendre intelligible à tous ceux qui s'occupent, 
aux heures de loisir, des questions de cette nature, nous 
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l'avons rendue aussi élémentaire que possible, puisqu'il 
suffit pour la comprendre de connaître les quatre premières 
règles de Tarithmétique. Le lecteur admirera Fart merveil- 
leux et incomparable avec lequel Tillustre génie qui sur- 
passa tous les géomètres de Tanliquilé et que nul n'a sur- 
passé depuis, a su se débarrasser de tous les calculs. 

Nous donnerons ensuite la solution d'un problème vaine- 
ment cherché par Euler qui y consacra 184 pages in-8® 
dans les Comptes rendus de la Société de Flesnngue, Le mé- 
moire a pour titre : Recherches sur une nouvelle espèce de 
carrés magiques, et Euler ajoute : Or, après toutes les peines 
qu'on s'est données pour résoudre ce problème, on a été 
obligé de reconnaître qu'un tel arrangement est absolument 
impossible, quoiqu'on ne puisse pas en donner de démon- 
stration rigoureuse. » La solution de Fermât s'obtient en 
quelques traits de plume. 



Les Carrés magiques de Trois, 

On peut placer les neuf premiers nombres dans les cases 
d'un carré conformément au tableau (fig. i)\ cette figure 
possède les propriétés suivantes : 

Fig. 4, — Les carrés de trois. 
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Carré de trois. 
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Diagonales. 
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1^ La somme des nombres renfermés dans une môme 
colonne est égale à quinze pour chacune des trois colonnes ; 

^ La somme des nombres renfermés dans une même 
ligne est encore égale à quinze pour chacune des trois lignes ; 

3^ La somme des nombres renfermés dans chacune des 
deux diagonales est encore égale à quinze. 

On dit que cette figure est un carré magique de trois ; on 
peut réaliser cette figure avec les neuf premières boules du 
jeu de loto ou encore avec les dés d'un jeu de domin.os dont 
les ensembles de points représentent successivement les 
neuf premiers nombres, ou encore avec les cartes de môme 
couleur, depuis Tas jusqu'au neuf d'un jeu de whist. 



La Rotation et la Symétrie. 

Si l'on fait tourner le carré magique (fig. i) d'un quart 
détour autour de son centre, il reste magique: car les lignes 
deviennent les colonnes, les colonnes deviennent les lignes 
et les deux diagonales s'échangent l'une dans l'autre. On se 
rend mieux compte encore de cette propriété en faisant 
tourner les figures. En continuant le mouvement il en est 
de même; par suite, la rotation d'un carré magique en donne 
trois autres. Nous avons représenté (fig. 2) les quatre carrés 
qui se déduisent les uns des autres par rotation. 

Fig. 2. — La rotation des carrés magiques. 
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Séparons les lignes horizontales de Tun quelconque des 
quatre carrés que nous venons d'obtenir et au lieu de les 
supposer dans Terdre de haut en bas, plaçons-les dans Tordre 
de bas en haut, nous obtenons encore (fig. 3) quatre carrés 
magiques. 

Fig, 3. — La symétrie des carrés magiques. 
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Ainsi tout carré magique donne huit solutions distinctes, 
parce que tous les nombres du carré sont inégaux entre 
eux deux à deux. Mais on a amplifié la définition des carrés, 
et dans cette définition plus générale, on ne suppose pas 
qu'il soit nécessaire de prendre des nombres consécutifs à 
partir de un, ni des nombres tous distincts. Nous repré- 
sentons (fig. 4) des carrés magiques contenant plusieurs 
nombres égaux; les principes de rotation et de symétrie 
ne donnent plus que quatre solutions distinctes au lieu 
de huit. 

Fig. 4.— Carrés magiques à nombres égaux. 
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Enfin, si tous les nombres du carré sont égaux, il n'y a 
plus qu'une seule solution; il est d'ailleurs facile de voir 
que tout carré de trois donne 4, 4 ou 8 solutions, et jamais 
plus. 

Les carrés magiques de quatre. 

Écrivons les seize premiers nombres suivant Tordre natu- 
rel, dans les seize cases d'un carré de quatre (fig. 5) ; lors- 
que nous désignerons plus tard une case par un numéro, 
ce sera toujours par le nombre correspondant de cette figure. 

Échangeons entre eux les huit nombres qui se trouvent 
placés deux par deux sur les cases représentées par les 
boules noires opposées (fig. 6), nous obtenons ainsi le 
carré magique de la fig. 7. On trouve ce carré dans Fer- 
mat et dans le mémoire de Frénicle dont il est parlé plus 
loin, avec l'indication du procédé qui sert à le construire. Mais 
si Ton place toutes les lignes dans l'ordre inverse on oblient, 
par symétrie, le carré magique qui se trouve représenté sur 
la célèbre gravure Melancholia d'Albert Durer burinée en 1S14 ; 
la date ae cette gravure est d'ailleurs indiquée par les deux 
nombres 45 et 44 de la ligne inférieure. 



Fig, 5. 
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Fig. 7. 
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r>e Vaddition et de la multiplication des carrés. 

Les carrés magiques se prêtent à diverses transformations 
générales évidentes : 

1^ Un carré reste magique si Ton augmente ou si l'on dimi- 
nue tous les éléments d'une même quantité; en les dimi- 
nuantde leur moyenne arithmétique, c'est-à-dire du quotient 
de leur somme parleur nombre, on peut supposer la constante 
nulle; on introduit ainsi des éléments négatifs, mais cet 
inconvénient est compensé par la simplification des calculs; 

2° Un carré reste magique lorsque l'on multiplie ou que 
Ion divise tous les nombres par une même quantité; 

3<> En ajoutant les nombres des cases correspondantes de 
deux carrés on obtient encore un carré magique; dans le cas 
où les carrés ne sont pas de même grandeur, mais de même 
parité, on peut border le plus petit de quatre, huit, douze,. . . 
rangées en plaçant des zéros ou des nombres égaux dans 
les cases ajoutées. 

Mais ces transformations altèrent, dans le cas général, 
les éléments du carré; voici une transformation qui con- 
serve les mêmes nombres lorsque ceux-ci sont complémen- 
taires deux à deux, c'est-à-dire tels que si on les range par 
ordre de grandeur et si on les désigne par 

«. 6, c, rf, . . , d\ c\ b\ a\ 
la somme des nombres placés à égale distance des ex- 
trêmes soit constamment la même. Ainsi, l'on suppose 
a + a' = h + b' = c + c' = d + d'=.,,=s. 
En effet, considérons un carré magique quelconque formé 
avec de tels nombres, et remplaçons l'un par l'autre chaque 
nombfe complémentaire. Les éléments d'une tnôme ligne, 
d'une même colonne ou d'une même diagonale se trouvent 
remplacés par leurs compléments, et ainsi o, p, q, r, ... 
par ^ — 0, 5 — /), 5 — gr, 5 ^ r, ... ; la somme de chaque rangée 
n'est donc pas altérée. 

Nous devons observer que celte méthode de transforma- 
tion que nous appellerons méthode par complément ne 
donne pas toujours de nouveaux carrés; ainsi, en l'appli- 
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quant k Isl fig. 7 on retrouve un carré que l'on pourrait 
obtenir par rotation et par symétrie. On se rendra facile- 
ment compte du résultat pour tout carré en joignant par 
des droites les centres des cases contenant les nombres 
complémentaires et en regardant si le dessin obtenu est ou 
n'est pas symétrique par rapport au centre ou aux médiajies 
du carré . 

En prenant quatre nombres a, 6, c, d tels que 

a -\- d = b -^ Cf 
on dit que ces nombres forment une équidi/férence, et lors- 
que Ton prend au hasard les deux premiers a et 6, on ob- 
tient toujours une équidifférence en les augmentant tous, 
deux d'un môme nombre quelconque ; si Ton augmente 
maintenant les quatre nombres a, b, c, d d'une même quan- 
tité, on forme une nouvelle équidifférence e, /*, g, h. 

Les méthodes de Fermât pour le carré de quatre s'appli- 
quent ainsi à seize nombres a, b, c, dy e, /, g y h formant 
une double équidifférence, el à huit nombres complémen- 
taires obtenus en retranchant les huit premiers d'un même 
nombre s. (A suivre,) 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. €*• de liong^champs* 

(Suite^ voir p. 80.) 



CHAPITRE IV 

L£ PARTAGE d'uNE DROITE EN PARTIES ÉGALES 

Problème. — Partager un segment donné AB en p parties égales, 

40, Solution de Servois. — Je rapporterai d'abord 
la solution que Servois a proposée dans le livre que j'ai cilé 
au début de ce travail. Cette solution est ingénieuse ; nous 



112 JOURNAL DE HÂTHÉaiATTQUE» ÉLÉMENTAIRES 

devons pourtant faire observer qu'elle ne ressort pas absolu- 
ment de la géométrie de la règle seule, parce qu'elle exige 
qu'une parallèle au segment AB existe dans le plan du 
dessin ; or, cette parallèle ne peut être tracée qu'en ulili- 
sant soit la règle et l'équerre, soit la règle plate. Toutefois, 
cette restriction une fois faite, celte donnée étant accordée, 
la construction de Servois s'effectue avec la règle seule. 

Soit AB le segment proposé, 
droite qu'on veut partager en p 
parties égales. 

Ayant tracé A'B' parallèle- 
ment à AB, la construction 
indiquée par la figure donne 
d'abord le point O2, milieu 
de AB. 

Joignons OjB'; cette droite 
rencontre A'B en R et CR 
détermine les points O3 ; O3B est 
le tiers de AB. 
Joignons O3B' qui coupe AB' 
en S ; GS coupe AB en 0^ ; O4B est le quart de AB. 
Et ainsi de suite. 

Pour démontrer cette loi, supposons que le point Op-i soit 
tellement situé sur AB que nous ayons 

Op_,B = -^; (1) 

p — I 

puis, effectuons la construction indiquée par la figure. 
Nous allons prouver que 

AB 

Nous avons d'abord, d'après le -théorème de Ménélaiis, 

|p_i MB' CB 




Fig. 87. 



OpB ^ 



OpB 






MUp_i UB' 

D'autre part, les triangles semblables donnent 

MB' A'B' . GB AB 



(2) 



ML>,_, BOp_, 



°* CB'- 



A'B" 



(3) 
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Les égalités (2) et (3) prouvent que 

OpOp_, BOp_, I 



413 



OpB 



AB p — I ■ 

Nous avons donc 

OpOp-, + OpB _ I + p — I 

- p — I 



OpB 



ou 



Op-iB _ p 



OpB 




p — I 
Celte dernière égalité, 
comparée avec (1), donne 
bien, finalement, 

p - 

41. Remarque. — La dé- 
monstration de Servois est 
sensiblement plus longue ^ 
que celle que nous venons 
d'indiquer; mais elle se 
termine par une réflexion utile, portant sur ce fait que « ce 
problème pourrait servir à se former sur le terrain une 
échelle de lever ». Observons pourtant, à ce propos, que 
les échelles de lever se font ordinairement au 1/10% au 
1/100®. . . ; et nous douDerons plus loin une construction très 
rapide pour partager une droite en 10, 100... parties 
égales. 

42: Solution de M. Cremona. — Pour résoudre le 
même problème, AB désignant encore le segment proposé, 
M. Cremona suppose connu le point C, symétrique de A par 
rapport à B. C'est, au fond, comme le voulait Servois, dans 
la solution que nous venons de rappeler, s'accorder une 
parallèle au segment. En effet, ce problème ne peut être 
résolu, non plus que ceux de la même espèce, avec la 
règle seule; mais, pour insister encore une fois sur celte 
idée, avec la règle plate, ou avec la règle et Téquerre. Quoi 
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qu'il en soit, voici la solution proposée par M. Cremona (*). 

Soit joint un point quelconque M^ aux points A, B et C; 
la construction indiquée par la figure donne trois points 
Oi, 0„ O3 et l'on a 

0,0, = OA. 

Les droites GOj, BO, donnent alors le point M^; puis, 
de celui-ci on déduit le point 0| ; et ainsi de suite. 




Fig.M9. 

On détermine ainsi sur une droite A, parallèle à AB, une 

série de points : 

Oj, Oj, Oj . . . Op+i, 

et Ton a 

Ofi^ = OjOa .... =0p Op+i. 

Gela posé, si Ton joint BO, et AOp+i, ces droites se coupent 

en un certain point Z et le faisceau (ZO,, Z0„ . . • ZOp) 

donne sur AB la ponctuelle cherchée. 

43. Rebiabque I. — Si le point Z était rejeté à Tinfini, ce 



(•) Loc. dt., p. 82, 
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qui arriverait si, par hasard, on avait 

AB = pO^O,, 
il suffirait de changer la position du point initial M^, en le 
rapprochant ou en l'éloignant de AB. Mais il est très facile, 
par un simple coup d'œil donné sur le dessin, d'éviter cette 
singularité ; on peut même toujours s'arranger de façon que 
le point Z soit placé dans les limites du cadre. 

44. RstfARQUE II. — . On peut résumer la construction 
précédente en observant qu'elle revient, en définitive, à 
porter p longueurs égales sur une parallèle au segment 
donné et à faire la perspective du groupe ainsi obtenu sur 
la droite donnée, les rayons extrêmes de cette perspective 
passant par les extrémités du segment proposé. 

Si l'on s'accorde l'usage continu de la règle plate, on 
voit qu'il résulte de la remarque précédente un moyen 
rapide de résoudre le problème en question. Mais cette con- 
struction est trop évidente pour que nous ayons besoin d'y 
insister autrement. 

45. Solution de M. Baehr. — Sous le titre : Figuration 
des inverses des nombres entiers et des inverses des produits de 
deux nombres entiers consécutifs y M. Baehr, professeur à l'École 
polytechnique de Delft, a communiqué à l'Association fran- 
çaise pour l'avancement des sciences (*) une remarque dont 
malheureusement le titre seul figure dans l'Annuaire. 

Mais M. Laisant l'a reproduite plus tard (**) avec quel- 
ques détails et nous allons la donner ici, avec certaines 
modifications. 

M. Baehr prend pour base de sa construction un rectangle 
dont les côtés sont, respectivement, égaux à i et 2. Pour plus 
de généralité, considérons un trapèze quelconque ABCD; 
puis effectuons la construction indiquée par la figure, con- 



(*) Congrès du Havre; 1877. 

(**) Discours d'ouverture et notice historique sur les travaux mathématiques 
de VÀssociationy par C.-A. Laisant, député de la Loire- Inférieure, docteur 
es sciences mathématiques; congrès de Montpellier, 1879. 
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slruction qui conduit, de proche en proche, aux poinls 
Oj, O2, ... Op_i, Op que nous allons considérer. 

Par application d'un principe précédent (§14) (après avoir 
posé MjfeO/t == Xfc, AB = a, CD = b) nous avons : 

ct'i b a' 

4 = :^+7. 



X 



X, 



a 



Xr 



X o__ 



p-1 



a 



Ces égalités combinées donnent 

I __i p 
Xp b a 
Si, dans cette formule, nous supposons a = &, ce qui, au 
point de vue de la construction géométrique précédente, 

revient à prendre 
pour point de dé- 
part de celle-ci 
un parallélogram- 
me, au lieu d'un 
trapèze , nous 
avons 

— ^^ 

Xp — , • 

■ P+ I 

De cett ^ re - 

marque résulte 




p-j 



Fig. 30. 



un tracé rapide et simple, pour résoudre, au moyen Je la règle 
etdeTéquerre, le problème qui nous occupe. Mais nous allons 
déduire encore, comme on* va le voir dans le paragraphe 
suivant, de la construction que nous venons d'indiquer, 
un procédé rapidepour partager une droite donnée en dix par- 
ties égales. Ce cas particulier de la division d'un segment en 
parties égales présente une importance spéciale au point de 
vue des opérations pratiques que soulève l'arpentage. 

46. Problème XIV. — Partager une droite donnée en 40^ 
100,,.. parties égales. 
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Première solution.. — Reportons-nous à la figure précé- 
dente et cherchons quel est le rapport des deux longueurs 
OpOp-i et BD. 

Nous avons d*abord 

BOp Xp BOp__i ccp_i 



= -r, et 



BD 6' BD 6 

Ces égalités donnent 

\Jp\Jp — 1 Xp^\ "^ Xp 

"BD" " 6 ^' 

D'autre part, des relations ; 

Xp h a ^ Xp^i h a 

nous concluons 

Xp—\ — 



(1) 



"J^ =a\— 1 

[a + P^ « + (P + O^J' 



6 
et, conséquemment, 

Xp-i — Xp _ . . àb 

b "" [a + p6] [a + (p + , )h\ 

Des égalilés (1) et (2) nous déduisons 

OpOp-i ab 



(2) 



BD («+P^)[a + (p-f i)6]* 

Si nous supposons, en particulier, a = 26 et/)=2, la 
formule précédente donne alors 

BD ~ lo* 
En admettant que BG soit la droite qu'il faut partager en 
dix parties égales, on voit comment on peut tirer de cette 
remarque un procédé rapide pour résoudre le problème en 

BD 

question^ En appliquant au segment la même construc- 
tion, on aura la centième partie de BD; et ainsi de suite. 

Seconde solution. — Soit AB le segment proposé; par A 
traçons une droite arbitraire Ajs, puis prenons (§38) la symé- 
trique de B par rapport à kz ; nous obtenons ainsi un triangle 
isoscèle BAC que nous allons considérer. Par le point R, 
milieu de AB, menons RT parallèle à BC, puis joignons les 
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points R et T à un point P, arbitrairement choisi sur BG. 
Des points R et T nous déduisons successivement, par la 
construction indiquée par la figure, les points S, Q, K et I ; 
c'est ce dernier que nous visons plus particulièrement, et 
nous nous proposons de chercher le rapport des segments 
IR et AB. 

A 




Fig. 3t. 

Nous poserons PC = m, PB =n; le théorème deMénélaiis 
appliqué au triangle ABC et à la transversale PTS donne 

AS m 



et, par suite, 



BS 
AS 



n 



m 



AB w + ^' 
ou, en observant que AB = 2AR, 

AS 2m AS 

AR m-j-^' BS n — m 



2W 



0) 



(2) 



La droite PI pouvant être considérée comme la polaire de 
A, par rapport au faisceau des droites (PR, PS), le point I 
est conjugué harmonique de A, par rapport au segment RS. 

On a donc 

IS _ AS _ 2m 

Tr"~ AR — m + n * 
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De cette égalité on déduit 

IS 2m 

RS — 3î?i + n' ^^^ 

Les relations (2) et (3) donnent, par combinaison, 

AS 3m + n 
IS n — m ' 

celle-ci, par comparaison avec (I), conduit à l'évaluation 
du rapport cherché. On a, d'abord, 

IS m(n — m) 

AB "■ (m + n)(3m -f n) ' ^^ 

puis, finalement, 

IR ^ n~m ' 

AB 2(3m + n) ' ^^ 

En supposant n= 2m, c'est-à-dire en prenant le point P 
symétrique de B, par rapport à G, on a 

m _ I 
AB ~ lo' 
Dans cette même hypothèse l'égalité (4) donne 

AB "" i5* 
Ainsi, l'application de la construction que nous indiquons 
ici, fQurnit un moyen rapide de trouver la dixième ou la 
quinzième partie d'une droite; mais le premier partage, 
comme nous l'avons déjà fait observer, présente seul un 
intérêt particulier. (A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettrh de M, Chapron, maître d'études 
au Collège de Bar-sur-Aube, 

A propos du pentagone d'Albert Durer, permettez-moi 

de vous signaler la construction suivante du pentagone régu- 
lier. Elle me parait un peu plus simple que celles que l'on 
voit exposées dans les traités élémentaires de géométrie. 

Soient, dans un cercle 0, deux diamètres rectangulaires 
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A A.', BB'; prenons les cordes B'G, A'D égales au rayon. Du 

point C, avec la corde CD 
comme rayon, décrivons un 
arc qui coupe en I le dia- 
mètre BB' ; Al est le côté du 
pentagone régulier inscrit 
dans le cercle 0. 

C'est ce qu'on voit en cal- 
culant la longueur de 01 î 
celle-ci est égale en effet au 
côté du décagone régulier. 
Cette manière d'inscrire 
le pentagone est tirée d'un 

Cow^s de dessin linéaire^ par Chardon, 1857. 




QUESTIONS PROPOSEES 



182. — Par le sommet A d'un triangle ABC on mène 
une parallèle AD à BC, son inverse AA^ et la médiane anti- 
parallèle Aa. Démontrer la relation 

BAi _ Ba 

ci;" "" ci* 

(E. Vigarié.) 



Erratum. — Dans le numéro précédent, p. 95, lignes 2 et 3 : Au lieu de 
Hocheim, lisez Hoccheim ; et au lieu de t. lll, lisez t. LU. 

Nota. ~ La construction de la moyenne proportionnelle donnée dans le 
numéro cité, et retrouvé par M. Ed. Bordage, n'est pas nouvelle, comme 
permettait de le supposer, à priori, son extrême simplicité. M. Vigarié nous 
fait observer qu'elle a déjà été présentée dans le journal de M. Yuibert [p. 54; 
1879-80) par M. Eugène Morin, élève au lycée d'Agen, d'après des notes 
prises au cours de M. Martinaud. 

G. L. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 
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ÉTUDE ÉLÉMENTAIRE D'ANALYSE INDÉTERMINÉE 

DU SECOND DEGRE 
Par H. Ferrent* 

[Suite, voir p. 97.) 



63. — Pour donner à d', dans les formules (1S9), toutes 

les valeurs que cette quantité est susceptible de prendre, 

après lui avoir donné toutes les valeurs positives possibles, 

il faudrait aussi donner à cette quantité les mêmes valeurs 

prises en signe contraire; car ces dernières diviseraient 

b'd — af 

— : aussi bien que les premières. 

Mais alors le second membre de (182) changerait de signe 
sans que le premier ait été modifié. L'équation (182) serait 
donc résolue, dans ce cas, par les valeurs — a, — p'. 

Les trois quantités a, d et p' changeraient donc de signe 
en même temps, sans changer de valeur numérique. 

Le premier membre de Téquation (186) changerait donc 
de signe, sans que le second soit modifia. Cette équation 
sera donc résolue par les valeurs — p, — t, et les cinq 
quantités a, d, p', p et t changeraient de signe en même 
temps. Quant aux quantités oc et tc', elles représentent des 
plus grands communs diviseurs, et peuvent toujours être 
prises positivement. Mais, en examinant les valeurs (159^ 
de y et Xy on voit que le mouvement simultané des signes 
des cinq quantités a', a, p', p et t n'apportera aucun chan- 
^ gement dans ces expressions. 

Il sera donc inutile^ de donner à a des valeurs négatives, 

64. — Lorsqu'on voudra utiliser les formules (159) pour 
le calcul des solutions d'une équation particulière, on devra 
commencer par fixer les valeurs des quantités w, a , a, p\ tc', p 
et T. 

La détermination de ces valeurs donne lieu, dans certains 
cas, à des difficultés. 

JOURNAL DE MATH. ÉLÂM. 1885 A 
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L'examen de tous les cas qui peuvent se présenter nous 
mènerait un peu loin. Nous allons étudier seulement Tun 
d'entre eux. 

Le nombre it peut toujours être déterminé. En eflfët, tc est 
le plus grand commun diviseur de a et b'; a ne peut être 
nul; dans le cas oîi V serait nul, tu serait égal à a. 

Lorsque le second membre de Téquation (ISl) n'est pas 
nul, d' peut être déterminé. 

Lorsque b'd — af = o, o parait d'abord indéterminé; 
6' ne peut être nul en même temps que b'd -^ af; en effet, 
il en résulterait /* = o, c = o, à cause de la relation 6'* — 
oc = o, a ne pouvant être nul, et l'équation (141) ne dépen- 
drait plus que d'une seule inconnue. 

L'équation (182) sera donc bien indéterminée, et son second 
membre sera nul. Les valeurs de a et p' seront donc 
nulles. 

L'équation (156) deviendra 

— t = — 2ay' — 26V — d (160) 

et 7c sera égal a — . 
La relation Vd — af = o, on - d /"= o. nous fait voir 

que -, qui est premier avec -, divise d, et, par conséquent, 

a o 

que - divise toujours le second membre de (160), - divisant 

7C TZ 

aussi V à cause de la relation 6'* = ax:, ou - 6' = - c. 

Si 2ay + 26V + d n'est pas nul, tz ou — devant divi- 

ser le second membre de (160 , nous devrons rejeter toutes 
les valeurs de Tc'et de <s qui ne rempliraient pas cette con- 
dition, de sorte que a', qui n'avait pu être déterminé jusqu'à 
présent, ne pourra prendre qu'un nombre limité de valeurs 
différentes. 
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Ces valeurs sont les divers diviseurs de Texpression 

laquelle se réduit à un nombre entier. 

p restera indéterminé, et ^ ou t aura un nombre limité 
de valeurs, dont Texpression sera 

^ = ^ i^ay' + 26V + d). (162) 
Les formules (159) deviendront donc 

X=X (p -|- (o) 

TU 

Mais il est facile de s'apercevoir que ces formules revien- 
nent aux suivantes : 

y = y + -<o 

l }, (164) 

X =:X 0) 

TT 

c'est-à-dire que les expressions (163) ne peuvent donner 
aux inconnues j/, x, d'autres valeurs que celles comprises 
dans les formules (164). 

En effet, p étant indéterminé, p +: o) peut passer par toute 
valeur entière, positive ou négative, de même que w, et 
en second lieu, t pouvant toujours prendre une valeur égale 
à l'unité, les autces valeurs de t ne pourraient donner aux 
expressions (163) que des valeurs comprises parmi celles 
provenant de l'hypothèse t r= i . 

Dans le cas qui nous occupe, les formules (1S9) se rédui- 
sent donc aux expressions (164). 

Or, dans l'hypothèse b'd '- af = o, l'équation (141) 
devient, en multipliant par a qui n'est pas nul ; 

a^y^ -f- 2aVxy + acx^ + ady -|- afx -{- ag = o. 
Remplaçons ac par V\ et af par Vd, pour éliminer c et /'. 
{ay -f b'xY 4- d{ay + h'x) + a^ = o 
ou 

{ay + Vx){ay + b'x + d) + ag = o. (165) 
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Cette équation étant satisfaite, par hypothèse, par les va- 
leurs y\ x', on a 

(ay' + b'x'Xay' + 6V ^ d) + ag = o, (166) 
d'où 

(ay+b'x){ay+b'x +d) = {ay'+Vx') (aj/'+6V+d), (167) 
ou 

(ay + b'x + ^y = (ay' + 6V + ^^ . 

Cette équation peut être remplacée par Tune ou l'autre des 
deux suivantes : 

ai/'-f- b'x = ay' + 6V (168) 

ay + 6'a; = — ay' — Vx' — d. (169) 

L'équation (i69) ne peut être admise pour remplacer la 
proposée, car elle devrait être satisfaite par les valeurs y\ x% 
et il en résulterait 

2ay' -f- 2b'xf -^ d=Oj 
ce qui est contraire à notre hypothèse. 

Il ne nous reste donc plus que l'équation (168) qui, étant 
résolue, donnerait précisément les valeurs déjà trouvées (164). 

65. — Nous ne nous arrêterons pas -à l'examen des autres 
cas. 

Si l'emploi des formules (189) paraissait mal commode, tant 
par la longueur des calculs nécessaires à la détermination des 
constantes, que par les .difficultés qui peuvent se présenter 
dans les cas particuliers, lar méthode exposée au n® 62 aurait 
toujours le mérite de donner le moyen de résoudre directement 
une équation particulière, en indiquant la marche à suivre. 

Les difficultés qui pouvaient se présenter dans l'emploi des 
formules, difficultés qui provenaient de ce que certaines équa- 
tions indéterminées se simplifiaient, ou même devenaient 
déterminées, deviendraient des circonstances favorables, en 
permettant de résoudre plus facilement les équations succes- 
sives. (A suivre.) 
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EXERCIGE3DIVERS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Par M. Emile liemolne, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 

[Suite^ voir p. 51.) 



XLVII 



Étant donné un triangle ABC, trouver un point tel que les 
rayons Pa» 1^6» Rc des cercles circonscrits respectivement aux 
tinangle^ OBG, OAG, OAB soient proportionnels à trois quan- 
tités données a, g, y 

Appelons x, t/, z les angles GOB, AOG, BOA, on a 

X -\- y -^ z = 36o, 
d'oîi 

sin X cos y + cos x sin y -{- sin z = o; (1) 
mais 

Kii ^ . « Rh = . • -Ke =^ 



2 sm ce 2 sin ^ 2 sin z 

On peut donc écrire, en appelant p la valeur commune des 

rapports : 

a sin ce 6 sin y v sin z ,-,. 

= !1— — 2 = i =p. - (2) 

a b c ^ 

De (2) on tire sin x et par suite cos ce, sin t/, etc. 

En substituant dans ^1) on a 

af p« — pr a* 'y 

Divisant par p, développant en chassant les radicaux et 
réduisant on trouve 

'•=0©W(M+9(|+7-3e+M) 

Les formules (2) donnent alors les angles x, ^, s, etc. 
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Koi» eoga^eons les clêTe» à discuter le problème en 
examinant les direrses Ljpothèscs à faire et les conTentions 
à adopter poar le signe des rayons, de façon à ramener 
les diverses pointions à une même fi^rmale, îors^jue O n'est 
plus a rîntérieur de ABC. 

BsMABQCK I. — Les formules •?• montrent qa« si O est le 

point d'oU Ton Toil les côtés sous le même angle, les rayons 

R«,B»,Re sont: 

abc 






V J V -^ V 

ce qne Ton sait d'antre part. 

RiHABQUB II. — Si Ton cherche le point pour leqnel 
R«9 R«, R« sont égaux, on tronye le point de concours des 
hauteurs. 

Rkmabqve III. — Si l'on cherche le point pour lequel R«, 

R*, Rf sont proportionnels à sin x, sin y, sin a, on trouve 

(p — a)* — a* — 6* — c*+26c + 2ac -4- 2ab 

rm^x = ^ ^ ^ ; sin» a:= -^i 

bc 46c 



etc., et 



r(4R + >■) 

R2 -nS T>2 

-JL = iîi = iîl, (A suivre.) 

abc 



NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. ÉflUle ¥^li^rlé,élèTe au Lycée Saint-Louis (cUsse de M. Vintéjoux). 

(Suite, voir p. 101.) 

17. Théorème. 

Par A je mène la droite a y' perpendiculaire à AC 

— B — a 6' — AB 

— C , - y''^' - BC 

— A — ay — AB 
_ B — py — BG 

— C — a'-r' — AC 
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SùierU A,, Bi, Ci /es points où a'*'', fi'p", y'y" coupent BC, 
AG; AB; a, p, f ie^ conjtigués harmoniques de A^, B^, G^ par 
rapport à BC, AC, AB. 

4^ Les droites a'a', p'p'', ^'^^ passent par le centre du cercle 
circonscrit à ABC; 

2® Zc5 droites Aa, B^, Gy 5c coupent au point de Lemoine; 

8^ Les trois points Aj, B^, G^ sont en ligne droite (*). 

1® Les droites olP\ a' y" se coupent en un point D, le qua- 
drilatère ABDG est inscriptible (deux angles opposés B et G 
droits) et AD est un diamètre du cercle circonscrit, La 
figure Aa'Da" est un parallélogramme dont les diagonales 
AD, olol'^ se coupent en parties égales, donc a a'' passe par le 
milieu de AD qui est le centre du cercle ABG. On ferait la 
même démonstration pour p'p'\ y'y", 

2^ Joignons le point G au point 9 où t.'ol'' coupe la médiane 

antiparallèle Aa. Les droites Aa et a a'' sont perpendiculaires 

En effet, si on prolonge AB dans le sens BA d'une longueur 

AB' égale à AB et qu'en B' on élève une perpendiculaire 

jusqu'à sa rencontre en I avec la perpendiculaire à AG, la 

droite lA est perpendiculaire à Aa (théorème précédent). 

Gomme BD, Aa'', Bl sont perpendiculaires à AB et que AB 

égale AB' on a 

a''! = a"D = Aa'. 

La figure Ala'^a' est un parallélogramme; donc a'a'^ qui est 
parallèle à AI est perpendiculaire à Aa. 

Les angles Aça", AGx'' étant droits, on a dans le quadri- 
latère inscriptible AçGa'^ 

AG9 = SPlp = BAa, 
de même 

ABç = GA^. 

Les triangles AGcp, AB(p sont donc semblables et on a 

C9 _ Aç __ AG 

A® "" Bo "" AB* 
D'où • \ 

Cep ÂC aG 

(*) M. E. Lemoine, Lyon 1873; (oe. cit. 
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Égalité qui montre^ que Aa est bissectrice de Tangle B<pC ; 
la droite a'a'^ perpendiculaire à Aa ira donc rencontrer BC 
en un point A^ conjugué harmonique de a, ou bien a est 
conjugué harmonique de A^. Les trois droites Aa, Bp, Cy 
étant les médianes antiparallèles du triangle concourent au 
point de Lemoine. 

3® Il suffit d'observer que les points A^, B^, C^ divisent 
les côtés en segments proportionnels aux carrés des côtés 
adjacents. 

18. Théorème. — La droite A^BiGi est la polaire du point 
de Lemoine par rapport au cercle ABC. 

Soit a^ le point oh Aa coupe la circonférence ABC. La droite 
âV passant par les points A^ et et étant perpendiculaire 
à Aa, la deuxième tangente issue de A^ passera par le point 
a, ce qui prouve que Aj est un point de la polaire du point 
de Lemoine par rapport à ABC ; de même pour Bj et G±. La 
droite A^B^Gi est donc la polaire du point de Lemoine par 
rapport à la circonférence ABC. 

19. Théorème. — Si par les sommets d'un triangle ABC, 
on mène des tangentes au cercle circonscrit à ce triangle^ on 
forme avec ces tangentes un triangle L"B"C" tel que les droites 
A A", BB", GC" se coupent au point de Lemoine du triangle 
ABC (*). 

Soient Al', Aï, Ai' les projections du point A'' sur BG, AC, 
AB. Le point A'^ étant sur les tangentes menées par les points 
B et G, on a: 

k"Mi _ BG krk^_ AB 

a"a;' ~ AG' a'^a:; ~" bg* 

D'oh 

A^A;' _ AB 
AX ~ AG* 
Égalité qui montre que le point A' appartient à la médiane 

(*) M. J. Neuberg, loc* dt, — E. Lemoine, loc. ctl. 
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antiparallèle Aa; on prouverait de même que les points 
B', G' sont sur les médianes antiparallèles Bp, Cf. Les droites 
AA'', BB'', CG" n'étant autres que les médianes antiparallèles 
du triangle concourent au point de Lemoine. 




Le théorème précédent peut encore s'énoncer ainsi : 
Les trois médianes antiparallèles d'un triangle passent res- 
pectivement par les trois sommets d'un triangle polaire réci- 
proque de ce triangle par rapport à son cercle circonscrit (*). 
La droite A^BiCi étant la polaire du point de Lemoine 
par rapport à ABC, on peut ajouter que 



(*) M. d'Ocagne, loc. cil. Exercice, p. 463. 

iOURNAL DE HATH. ÉLÉU. 1885. 
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Les deux triangles ABC, .A^B'C'' sont homologigues, leur 
centre Hhomologie est fe point de Lemoine, leur axe d'homologie 
est la polaire du point de Lemoine par rapport au cercle ABC, 
par conséquent il est perpendiculaire à KO. 

On peut encore observer que ces droites AC", AB, AA'^, 
AC forment un faisceau harmonique et que le théorème 14 
s'applique au triangle A"B"G", sous la réserve de remplacer 
les carrés extérieurs par les carrés intérieurs. On voit aussi 
que A', B', G' sont les pôles de BC, AC, AB. 

(A suivre.) 



LES CARRÉS MAGIQUES DE FERMAT 

RESTAURÉS ET PUBLIÉS SUR DES DOCUMENTS ORIGINAUX ET INÉDITS 

r 

Par M. Edouard liueas. 

(Suitey voir p. 104.) - 



Transformations générales des carrés. 

Tout carré pair, c'est-à-dire celui dont le côté contient un 

nombre pair de cases se divise en quatre quartiers par deux 

ignés médianes; cela posé, on a la proposition suivante: 

Fig, 8. — ÉchaDge des quartiers. 
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T(mi carré pair reste magique, si l'on échange simultanément, 
sans les tourner, les quartiers opposés. Nous désignerons 
la suite les quartiers par les n**^ 1, 2, 3, 4 comme 



sans 
dans 
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dans le carré h gauche (fig. 8); en échangeant les quartiers 
1 et 3, 2 et 4, on obtient le carré à droite. On constate 
immédiatement sur ces deux carrés que les rangées et les 
deux diagonales couserveut les mêmes nombres dans un 
ordre différent. On démontre de même la proposition sui- 
vante : Tout carré impair reste magique si l'on échange simul- 
tanément, sans les tourner, les quartiers opposés ainsi que les 
fragments opposés des deux rangées médianes (fig. 9). 

Ces transformations ne donnent pas de nouveaux carrés 
pour le carré de trois; mais pour celui de quatre, ils en 
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donnent d'autresque ceux que l'on aurait obtenus par rotation 
ou par symétrie. On démontre de même l'exactitude de la 
transformation suivante qui s'applique indistinctement aux 
carrés pairs et aux carrés impairs ; Tout carré reste magique 
si l'an échange deux horizontales, puis deux verticales qui sont 
toutes les quatre à la tnime dislance du centre. Nous laissons 
au lecteur le soin de vérifier celte proposition en construi- 
sant la figure. 

Si l'on applique cette transformation après l'échange des 
quartiers opposés, on obtient encore un nouveau carré ; par 
suite, tout carré donne par l'échange des rangées ou des 
quartiers trois autres carrés magiques. Nous donnons f/îj. iO) 
les quatre carrés que l'on déduit d'un seul carré de quatre 
par les échanges que nous venons de démontrer. 
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Fig. 10. — Échanges d(^s quartiers et des médianes. 
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N» 4. 



Les Tables de Frénicle. 

Les ouvrages de Frénicle out été publiés dans un volume 
imprimé au Louvre en 1693 parles soins du mathématicien de 
la Hire, et réimprimés dans le tome V des Mémoires de VAcor- 
démie des Sciences (Paris^ 1729). On y trouve la Table générale 
des Quarrez de Quatre; cette table de 4S pages in-4® contient 
les 880 solutions du problème pour tous les carrés faits avec 
les seize premiers nombres entiers; en tenant compte de la 
rotation et de la symétrie, on obtient donc 7040 carrés différents. 

Mais, si Ton se reporte à la théorie des échanges que nous 
venons d'exposer, on s'aperçoit immédiatement que les tables 
de Frénicle peuvent être réduites au quart de leur étendue, 
et qu'il suffit, pour classer tous les carrés, de supposer que 
Tun quelconque des seize nombres du carré, le plus petit, 
par exemple, peut toujours être ramené. dans l'une des cases 
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• 

4 OU. 2 (fig» 5). En effet, d'après le principe de rotation, on 
peut toujours supposer un nombre quelconque dans le pre- 
mier quartier, c'est-à-dire sur Tune des cases 1,2,5, 6; en 
outre, par symétrie, si le nombre choisi est placé sur la 
case 5, on peut le ramener sar la case 2, et par échange des 
quartiers, lorsqu'il est placé sur la case 6, on peut le rame- 
ner sur la case 1; d'ailleurs nous montrerons dans ce qui 
suit l'inutilité de cette table. Cependant on trouve dans le 
mémoire de Frénicle quelques propositions générales sur 
les carrés de quatre; nous en ajouterons quelques autres 
tirées de nos manuscrits et complétées par M. Delannoy. 

Théorème I. — Dans tout carré de quatre^ la somme des 
angles du carré extérieur, celle des angles du petit carré inté^ 
rieur y les sommes des angles de chacun des deux rectangles mé' 
dians sont égales à la constante. 

Cette proposition se démontre immédiatement sur chacun 
des carrés (/îg. il), en ajoutant les nombres placés sur les 



Fig. 44. 
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quatre traits pleins et en retranchant ceux qui sont placés 
sur les traits pointillés. On observera d'ailleurs que le second 
carré se déduit du premier par échangé des quartiers oppo- 
sés, et le quatrième du troisième par rotation. 

Ainsi tout carré de quatre contient quatorze fois la con- 
stante sur des lignes régulières : quatre lignes, quatre 
colonnes, deux diagonales, deux rectangles médians, le 
petit carré intérieur et le grand carré extérieur. 

Théorème II. — Dans tout carré de qvratre, la somme des 
quatre boules noires de Vufi des carrés (fig. 12) égale la somme 
des boules blanches de Vautrée carré; et la somme de Vun de ces 
carrés augmentée du carré adjacent formé de croix ou de points 
vaut deux fois la constante. 

La seconde partie de cette proposition se démontre en fai- 
sant la somme des nombres placés sur les traits pleins ou 
sur les traits poinlillés, et la première partie en retranchant 
ces deux sommes Tune de l'autre. Nous désignerons sous 
lé nom de carrés de trois chacun des quatre carrés formés 



iFig, n. 





de boules noires ou blanches, de croix ou de points dans 
la partie de droite (fig. 12). On observera d'ailleurs que ce 
carré se déduitdu précédent par échange simultané des quatre 
rangées intérieures. 

Théorème III. -=- Dans tout carré de quatre la somme des 
extrémités d'une rangée extérieure égale la somme des nombres 
intérieurs de Iq, rangée extérieure opposée ; la somme des extré-* 
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mités d*une rangée intérieure égale la somme des nombres 
intérieurs de la rangée voisine et la somme des extrémités d^une 
diagonale égale la somme des nombres intérieurs de Vautre dia^^ 
gonale (fîg^ 13). 



Fig. 43. 
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Pour démontrer cette proposition on ajoute les nombres 
contenus sur les trois traits pleins et Ton retranche les 
nombres situés sur les trois traits pointillés. On observera 
de plus que le troisième carré se déduit du précédent par 
réchange des quartiers opposés. 

Cetle égalité entre deux boules noires et deux boules 
blanches donne lieu, par rotation et par symétrie, à dix 
équations homogènes qui remplacent avantageusement les 
dix équations de la définition des carrés magiques de 
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Fig. 46. 
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quatre. En effet, l'ensemble des quatre boules forme un 
grand trapèze (fig. U), un petit trapèze (fig. 15) ou un 
losange (fig. 16). Par conséquent, si l'on ajoute les boules 
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blanches de l'un des grands trapèzes (fig. 44) aux boules 
noires de l'autre, on constate Tégalité des lignes extérieures; 
en ajoutant les boules blanches de chacun d'eux, on en 
déduit l'égalité des lignes extérieures au grand carré exté- 
rieur, et à l'un des rectangles moyens; puis par rotation 
on en déduit que les lignes extérieures, les colonnes 
extérieures, le grand carré et les deux rectangles médians 
ont la même somme. En considérant les deux petits trapèzes 
(fig. 4 5) y on conclut l'égalité des lignes intérieures, des 
colonnes intérieures, du petit carré intérieur et des deux 
rectangles moyens. En considérant les deux losanges f/îj. 16)y 
on conclut l'égalité des diagonales, du carré intérieur, du 
carré extérieur; donc, en rassemblant les résultats de ces 
trois figures, le carré est magique. 

Corollaire I. — Pour former un carré avec seize 
nombres pris au hasard, il faut qu'en prenant les sommes 
de toutes les combinaisons des nombres deux à deux, on 
trouve dix sommes de deux nombres égales à dix sommes 
de deux autres nombres. 

Corollaire II. — Si parmi les seize nombres donnés, il 
en existe un seul plus petit que tous les autres, ou un seul 
plus grand que tous les autres, ces deux nombres ne peuvent 
occuper en même temps l'un la place d'une boule noire, 
l'autre la place d'une boule blanche pour les dix positions 
qui correspondent à chacun des huit trapèzes ou des deux 
losanges iesfig. 43, 44, 45 et ^ff;car sans cela le théorème m 
ne serait pas vérifié. 

Corollaire III- — Si parmi les nombres donnés, il en 
existe deux plus petits ou deux plus grands que tous les 
autres, ces deux nombres ne peuvent occuper en même 
temps les places de deux boules noires ou de deux boules 
blanches pour les dix positions que nous venons de consi- 
dérer. 

(A suivre.) 
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VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. G. de IiOii|^e1iaiiips« 

(Suite, voir p. 111.) 



CHAPITRE V 

LE TRACÉ DES CONIQUES, CONNAISSANT LES SOMMETS 

47. — Nous ne voulons, bien entendu, nullement aborder, 
dans ce chapitre, ou dans les suivants, une étude particulière, 
encore moiiis une étude générale des coniques ; notre intention 
se bornera à présenter quelques propriétés intéressant le côté 
pratique que nous poursuivons dans ce travail ; particulière- 
ment le tracé des coniques et celui de leurs tangentes. Nous 
dirons aussi un mot de la détermination du centre de cour- 
bure dans les coniques. A ces points de vue divers, nous 
allons, successivement, considérer Tellipse, Thyperbole et la 
parabole. 

Théorème. — Soit AA' un axe (ïune ellipse T; on prend 
sur r un point M et Von joint ce point aux extrémités A, A' 
de Vaxe considéré : la perpendiculaire à AM, au point A, ren- 
contre A'M en i».; le lieu de fx est une droite A perpendiculaire 
à AA'. 

Cette proposition que nous avons rencontrée autrefois dans 
le développement d'une étude de géométrie comparée à la- 
quelle nous avons donné le nom de trans formation réciproque{*), 
peut s'établir élémentairement de la manière suivante. 

Le point M étant situé sur une ellipse dont lès axes ont 
pour longueur respectivement a et 6, on a 

-M_ = i* (1) 

AH. A'H o« ^' 

^ I _|^W^IIHr ■!■ ■■■IlIllW ■ I I ■ I !■ ■ ^ M IM I I - - - - ,,^ Il II ,1 , - - ^-~- — . 

{*) J(mmal de Mathématiques spéciales ; 1882. 
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D'autre part, les triangles semblables de la figure donnent 
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De ces deux égalités on déduit 

AH. A'H "■ A'D' 

Cette relation, rapprochée de (1), prouve que 

AD _ 6» 

A'D "" a*' 
Ainsi, le lieu décrit par le point [t. est une droite A, per- 
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Fig, 3t. 

pendiculaire à A'A, en un point D qui partage extérieure- 
ment le segment AA' dans le rapport des carrés des axes 
de Tellipse proposée. 

On doit observer que la démonstration précédente s'ap- 
plique manisfestement au cas où Ton ferait la construction 
indiquée, en prenant le petit axe de Tellipse, au lieu du 
grand axe. 

48. Problème. — Construction de V ellipse, point par points 
au moyen de la règle et de Véquerre, connaissant trois somr- 
mets , 
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Le théorème que nous venons de démontrer conduit im- 
médiatement à la solution de ce problème. 

Soient A, A', B les trois sommets proposés ; appliquons 
au point B la construction que nous avons effectuée au 
point M avec les cordes AM, A'M. Nous aboutissons ainsi 
à un point G (l'angle BAC étant droit) qui appartient à A; 
cette droite s'obtient donc en abaissant de G une perpen- 
diculaire sur AA'. 

D'après cela, si nous prenons un point fji, arbitrairement, 
sur A, avec la règle et Téquerre nous aurons le point cor- 




A'k^~ 



Fig, 33, 

respondant M et nous pourrons, dans ces conditions, con" 
struire Fellipse, point par point. 

49. Construction de la tangente. — Première solu-- 
ion. — Pour expliquer la construction que. nous allons indi- 
quer pour la tangente à Tellipse, par un point donné sur la 
courbe, au moyen de la règle et de Téquerre, considérons d'a- 
bord un cercle et, dans ce cercle, deux diamètres rectangu- 
laires AA', bb\ Prenons sur la circonférence un point m, puis 
effectuons la construction indiquée par la figure; nous 
allons montrer que la tangente mT passe par le milieu dePP', 
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En effet, les angles i et T sont égaux, comme ayant le 

môme complément a. D'autre part, nous avons, pour des 

raisons évidentes, 

7=3=4; 
d'oti nous concluons 

2 = 4. 
La droite mT est donc, dans le triangle rectangle PmP^ 
la médiane .correspondant au côté PP'. 



I ^ • 



N:! 



^ h' 



Fig, 54. 



Reportons-nous maintenant à la fig, 33 et considérons l'el- 
lipse comme la projection du cercle principal, lorsqu'on a 
fait tourner celui-ci, autour de AA.', d'un angle convenable. 
Les droites mb, mV ont alors pour projection, respective- 
ment, MB, MB' et celles-ci coupent AA' précisément aux 
points P et P' ; mT a pour projection MT, droite qui est la 
tangente à l'ellipse au point M'. D'après cela, MT passe par 
le milieu de PP' et pour obtenir la tangente MT, avec la 
règle et l'équerre, il suffit de compléter le parallélogramme 
PMP'R; la seconde diagonale MR est la tangente cherchée. 
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Fig. 35. 



Seconde solution. — Considérons dans la fig. 34 le point de 
rencontre r, de mT, avec la tangente au cercle, au point A. 
La droite rO est perpendiculaire sur Am ; conséquemment, 
elle est parallèle à A'm. Nous concluons de cette observation 
que les deux triangles 
sA!Oy rOA sont égaux 
et que, par suite, rs 
est parallèle à AA'. 

Si nous considérons 
maintenant,commetout 
à rheure, la projection 
de cette figure sur le plan 
de l'ellipse considérée, 
la droite rs se projette suivant une droite RS parallèle à AA' 
et nous déduisons, de cette remarque, la construction sui- 
vante. 

Soit M le point considéré sur lellipse, dont trois sommets 
A, A', B sont donnés; aupoint A élevons AJJ perpendiculaire sur 
AA' ; S étant le point de rencontre de MA' avec Vaxe OB, on 
mène SR parallèle à AA' ; RM est la tangente demandée. 

Remarque. — Les propriétés sur lesquelles nous avons basé 
les deux constructions précédentes sont projectives; nous 
pouvons donc faire observer que Tune et l'autre peuvent être 
appliquées dans le cas où Ton donne, en position et en 
grandeur, deux diamètres conjugués de la courbe. 

50. Cas de l'hyperbole. — La construction que nous 
avons indiquée tout à l'heure pour le tracé de l'ellipse, point 
par point, au moyen de la règle et de l'équerre, subsiste 
pour l'hyperbole, avec une modification que nous allons faire 
connaître. 

Montrons d'abord que le théorème qui sert de base à la 
construction citée est encore vrai pour l'hyperbole. 

Reportons-nous à la fig. 82 et supposons que, dans cette 
figure, {X représente un point de l'hyperbole. Nous avons 
donc 



ta* « 
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a' 



^IL = I 



ou 



jIF _ (DO + a)(DQ — g) _ DA^ . DA 
'^~"" ~ a» ■ 



D'autre part, les égalités (A) établies plus haut (§ 47) 
prouvent que 

AH _ jID^ 

, A'H""AD . A'D' 
Cette égalité, combinée avec la précédente, donne enfin 

AH _6« 

A'H "" a^' 
Ainsi, en admettant que le point [k soit mobile sur l'hyper- 
bole dont les sommets réels sont A et A', et dont Taxe non 







^*<: 



??i 



Fig. 56. 

transverse a pour longueur 6, le point correspondant M décrira 
une droite bien déterminée MH, perpendiculaire à AA', eu 
un point H appartenant au segment AA' et tel que les segments 
AH, A'H soient entre eux dans le rapport de b* à a*. 

Il nous reste à montrer comment, d'après cette remarque, 
on peut réaliser, pour l'hyperbole, la construction de la courbe 
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point par point au moyen d'une règle et d'une équerre, les 
sommets de la courbe étant seuls connus. 

Soient A, A' et B les trois sommets donnés ; on sait que 
A'B est une direction asymptotique de la courbe et Ton peut 
chercher le point qui, sur MH, correspond au point situé à 
Vinihii, sur Thyperbole, dans la direction A'B. Ce point 
s'obtient en abaissant sur A'B la perpendiculaire AH. Si, du 
point H, on abaisse HK perpendiculaire sur AA', on obtient 
une droite A qui représente le lieu géométrique des points 
correspondants de l'hyperbole, conformément à la loi géo- 
métrique proposée plus haut. 

D'après cela, si l'on prend sur A un point I et si l'on effectue 
la construction indiquée par la figure ci-dessus, au point I 
correspond (l'angle lAM étant droit) un point M de l'hyperbole. 

51. Remarque. — Nous ne voulons faire allusion au tracé de 
la tangente à l'hyperbole, avec la règle et l'équerre, en 
un point pris sur la courbe, que pour rappeler qtie cette 
construction est très connue. Elle résulte immédiatement 
de la propriété fondamentale en vertu de laquelle la tan- 
gente à l'hyperbole est partagée en deux parties égales par 
le point de contact et les asymptotes. 

(A suivre.) . 

• l '■ 

QUESTION 127 

Solution par £. YiGA&ié, élève au Lycée de Toulouse. 

On considèreun trapèze ABCD, dans lequel les diagonales AG, BD 
se coupent orthogonalement en P. Soit pris le \point V symétrique 
de P, par rapport àla parallèle équidistante des bases. Démontrer 
que les cercles VAS, P'GD sont tangents. (G. L.) 

Soit MN la droite qui joint les milieux des côtés non 
parallèles. Joignons le point P' aux points A, B, C. D, M, 
N, vet le point P aux points M et N; on a ; 

AT) 
MP = MF = —, 

2 

iNP = NF = ~. 

2 
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Les deux triangles AP'D, BP'G sont donc rectangles ; par 

suite, les perpendi- 
culaires élevées sur 
les milieux de leurs 
côtés passent res- 
pectivement en M et 
NSoient et 0' les 
centres des cercles 
P'AB, PCD; il suffit 
de prouver que les 
trois points 0, 0', P' 
sont en ligne droite. 
Or les deux quadri- 
drilatères O'MON, 
O'MT'N' sont homo- 
thétiques et cette 
remarque établit la proposition en question. 




QUESTION PROPOSÉE 



183. — Par un point S on mène deux tangentes SA, SB 
à une ellipse de foyers F et F'. Démontrer les relations : 



SF 



FA.FB 



SA^ 



ÀF . AF 



5F« FA.FB' "Sb^ "" BF . BF'' 

(E. Viganè.) 
Ces deux relations très simples ont été évidemment obser- 
vées déjà ; elles résultent d'ailleurs immédiatement des 
propriétés connues (théorème de Poncelet et autres) relatives 
aux foyers et aux tangentes issues d'un point à une conique. 
Mais elles sont remarquable^ et susceptibles d'une démon- 
stration élémentaire des plus simples; nous les proposons, 
pour ce motif, comme exercice. G. L. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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ÉTUDE ÉLÉMENTAIRE D'ANALYSE INDÉTERMINÉE 

DU SECOND DEGRÉ 
Par M. Ferrent* 

(SuilCy yoir page 121.) 



66. — Nous allons appliquer les formules (159) à deux 
exemples. Soit réquation : 

3i/* — i2xy -f- I2X* + 72/ — 8x — i8 = o, 
qui a, pour première solution 

y[ =z i, x' = 2. 
On a : 

a = 3, y = — 6, d = y, f=i — 8, ti = 3, 

TT TU TU 

et (15i) devient : 

ss' — 2r'ts' = — 6. 

Les valeurs de a sont donc : i, 2, 3, 6, d'où les quatre 

équations ; 

<j' = I ... 5 — 2r' = — 6 ... (j = o ..,p' = 3, 

ff' = 2 ... s — 2r' = — 3 ... (j = — 3 ... p' = o, 

<r' = 3 ... s — 2r' = — 2 ... (7 = ... p' = i , 

d' = 6 ... 5 — 2r' = — I ... a = — I ... p' = o; 

en regard de chacune desquelles nous indiquons les valeurs 

correspondantes de d et p'. 

On a b'd — af => — i8, — 2ay' — 2b'x' — d = i r, et 

réquation (156) devient : 

i8 
— ^ r + (j7 = pa + ' I , 

d^oîi résultent les quatre équations : 

(i'=i,(j = o, p =3, — iSr'}-t=i^,p = o, T=i4, 7u'=i 

ff=2, (5 = — 3, p' = o, — gr-^ 2t=: i i,p= — I, T= I, Tu'= I 

a=3,(T = o, p' = I, — 6r+3/=i4, 

(j' = 6, <y =— I, p' = o, — 3r4-6^=ii, 
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que nous faisons accompagner des valeurs correspondantes 
de ff', ff, ç>\ py "^ et 7t'. 

Les deujc dernières des quatre équations précédentes doivent 
être rejetées comme ne pouvant être résolues. 

Les formules (iS9) seront donc : 

36 
!/ = I + (p + ^'^){^ — 2T — -r w), 

i8 
a; = 2 + (p + (T'a))(p' — T p (0,) 

d'oïl dous déduisons les valeurs : 

4« î/ = I — (0 (28 + 36û)) 

£C = 2 — «â)(ll + 1 8u)) 
3«J/ = I — (— I +2a))(5 +'l8<0) 

x= 2 — { — I -f- 2co)( r + 9^) 

67. — Résolvons encore Téquation ; 

!/' + !/+ 60^ + 120 = o. 
On a: 

a = I, y = o, d = I, /* = 60, TT = I, 

b'd — af .a b' 

-.. î- = — 60, - = I, — = o; j/ = o, a; = — 2 

formant une première solution; (1S1) devient; 

55' = — 60. 
Les valeurs de <r et a sont 
(5= — 60, — 3o, — 20, — i5, — 12, — 10, — 6, — 5, 

— 4, — 3, — 2, — I. 
ff' = I, 2, 3,4, 5, 6, 10, 12, i5, 20, 3o, 60. 
p reste indéterminé, et Téquation (156) devient 

— ^ r + g'< = pV — I 

ou 

^ r — (j (/ — p ) = I . 

Nous devons rejeter toutes les valeurs de a qui donnent 

60 
Un facteur commun aux expressions — r , et a. Ces valeurs 

sont 

a' = 2, 6, 10, 3o. 

Il ne nous reste donc plus que les huit valeurs suivantes : 



t 

(5 

t 

(5 

r 

(5 

I 

(5 
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5 = — 6o, — 20, — i5, — 12, — 5, — 4, — 3, — I. 
ff = I, 3, 4, 5, 12, i5, 20, 6o. 
d'oii les huit équations 

p' r=, I . . . 6or — (^ — p) = £ . . . p = o, T — p' = — I , 
f' = 3...2or — 3(/ — p') = I...p =: 2, T — p'= i3, 
r' = 4. . . h5r — 4(^ — p') = I . .p = 3, T — p' = 1 1, 
{ = 5...i2r — 5(/ — p') = i...p = 3, T — p'= 7, 
f' = 12... 5r — i2(/— p')= i...p = 5, T — p'= 2, 
d' = i5. ..4r — i5(/ — p') = I., .p = 4, T — p' z= I, 
(j' = 20 . . . 3r — 2o(< — p) = I . . . p = 7, T — p' = I , 
a' =1 60.. r — 6o(/ — p') = T . . .p = r, T — p' = o, 
et tc' = I. ' • 

Les formules (i59) deviennent 

1/ = (j(p + ff (d), 
0? = — 2 + (p + (5'(û)(p — T ;., (o), 

d'où les huit séries de solutions 
1® î/ = — 6o<o 

ce = — 2 — co( — I -(- 6o(i>) 
2^ y = — 20 (2 + 3a)) 

05 = — 2 — (2 -|- 3(o)(l3 -}- 20(i)) 

3<» t/ == — i5(3 + 4(1)) 

a? = — 2 — (3 + 4t»>)(ii + i5a)) 
4*^2/ = — 1 2(3 + 5o)) 

o? = — 2 — (3 + 5od)(7 4- 120)) 

8« y = — 5(5 + Ï2U)) 

05 = — 2 — (5 + I20))(2 + ^w) 

60 î/ =- 4(4 + i5(i)> 

a? = — 2 — (4 + i5a))(i 4- 4w) 

70 y _-: — 3(7 + 20(1)) 

X = — 2 — (7 + 20(j))(l -f- 3io) 

8<> y = — (l + 60a)) 

œ = — 2 — > a)(i 4~ 6ow). 
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LES CARRÉS MAGIQUES DE FERMAT 

BESTAVRÉS ET PUBLIAS SUR DES DOCUMENTS OBIGIDAUX ET IHÉDltS 
Par H. Edouard Locaa. 

(Suite, Toir p. 130.) 



Des carrés à quartiers égatix. 
Lorsque la somme des angles de l'un des quartiers est 
«égale à la coDstante, il en est de même des trois autres, 
ainsi que cela résulte immédiatement du théorème II; on 
dit alors que le carré est à quartiers égaux (fig. 17). On a 
ainsi cinq petits carrés omibrés dont la somme est égale 



Fig. *7. 



Fig. *.'■. 



Fig. 10. 




Or- " • 

, j 



a constanfe. Ces carrés possèdent plusieurs propriétés qui 
viennent s'ajouter aux précédentes, et permettent do trou- 
ver, de vingt-quatre manières différentes, quatre nombres 
placés régulièrement dont la somme est toujours égale à la 
constante. 

En effet, si l'on ajoute deux quartiers opposés et si l'on 
retranche la diagonale commune, on voit immédiatement 
que la somme des boules noires du rectangle diagonal 
(fig. 18) égale la cousianle; réciproquement si la somme 
des quatre boules de ce rectangle est égale à la constante, 
les quartiers sont égaux. 

D'autre part, si l'on remplace les quartiers opposés (fig. 48) 
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par les carrés de trois (fig, 49)y on démontre encore que si 
Tun de ces carrés est égal à la constante^ il en est de même 
de tous les autres et d'un rectangle diagonal, et récipro- 
quement. Ainsi donc, dans tout carré de quatre, lorsque 
Tun des carrés ou des rectangles des fig, 47 ^ 18, /^ est égal 
à la constante, il en est de mêtr*e des neuf autres obtenus 
par rotation ou par symétrie. 

Voici quatre autres propriétés des carrés à quartiers égaux 
sur les égalités à somme variable entre vingt-quatre groupes 
de deux boules noires et de deux boules blanches corres- 
pondantes. Elles sont indiquées sur les fig, W, 24, 22 et 23. 



Fig. 90. 



Fig. 2U 





Fig. 29. 



Fig. 93. 



i 


\ — i 
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Ces propriétés se démontrent immédiatement en ajoutant 
les nombres situés aux angles de l'un des carrés où se trou- 
vent deux boules noires et en retranchant la diagonale ou 
la ligne représentée en traits pointillés ; ces figures se trangi 
forment les unes dans les autres par échange simultané 
des quartiers ou des rangées intérieures. 
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Les deux propositions qui correspondent aux fig. 20 et ii 
m'ont été indiquées par M. Delannoy, les deux autres figures 
sont tirées des manuscrits de Fermât. 

„. On a encore une autre égalité entre 

deux boules blanches et deux boules 
noires (fig.24) ; on la démontre en ajou- 
tant les boules du rectangle diagonal 
représenté en traits pleins et en retran- 
chant celles du rectangle médian 
figuré en traits pointillés ; les quatre 
boules sont aux sommets d'un carré. 
Nous verrons plus loin que, dans le 
cas général, il ne saurait exister 
d'autres égalités de ce genre. 

La table d'addition. 

Ainsi que nous l'avons vu, il résulte des considérations 
de rotation et de symétrie, et des deux premiers échanges 
par rangées ou par quartiers que l'on peut toujours suppo- 
ser l'un des nombres quelconques du carré dans ^ le premier 
quartier sur l'une des cases 1 ou 2 ; ces remarques s'appli- 
quent à tous les carrés et donnent lieu à leur classification 
naturelle (*). Pour dresser une table des carrés de quatre, il 
suffit donc de ne considérer que ceux qui ont le plus petit 
nombre sur la case 1 ou sur la case 2. Mais, pour les carrés 
à quartiers égaux, cette table devient inutile, puisque l'on 
peut les déduire tous des transformations régulières d'une 
table d^addition. 

Formons avec quatre nombres quelconques a, b, c, d et 
quatre autres nombres quelconques p, q, r, s, une table d'ad- 
dition, comme celle de Pythagore pouf la multiplication, 
mais en adoptant cette notation que ap, par exemple, signi- 
fie la somme et non le produit de a et p (fig, 25). 

(*) Suivant une remarque de M. Delannoy, Fréniele aurait rangé la table 
des carrés suivant la grandeur du nombre se trouvant sur la case 1, et pour 
les carrés ayant le même nombre dans cette case, d'après le nombre situé 
sur la case 6 (contiguë en diagonale). 
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a ! b \ c \ tL 
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r 


T 7 

or \ br \ er \ tir 

i- f !- 

tur \ b^ ; es \ ds 

1 , 1 
1 1 1 



Si Ton échange deux lignes ou deux colonnes quelconques, 
les seize nombres de la table changent de place mais non 
de valeur ; il en est de môme si Ton remplace les lignes 
par les colonnes, ou inversement ; on obtient de cette façon 
2( 1 . 2 . 3 . 4)' ou 1 1 5 2 tables d'addi- 
tion distinctes, si les seize noi;nbres 
de la table sont différents ; d'ail- 
leurs il ne peut y avoir d'autres 
solutions si les nombres donnés 
sont arbitraires, puisque Ton peut 
supposer que p, 9, r, s et a, 6, c, i 
représentent des nombres mesuré 
par des unités d'espèces diffé- 
rentes. 

Ainsi donc, toute table d'addi- 
tion de 16 nombres donne 11 52 
tables distinctes dans le cas général ; mais on doit diviser ce 
nombre par 8 et le ramener à 144 si Ion ne considère pas 
comme différentes les sept tables déduites d'une première 
par rotation ou par symétrie. 

Ces tables jouissent de propriétés remarquables ; on obser- 
vera d'abord que la somme des termes de chacune des dia- 
gonales reste constante et égale à 

a+6-|-c + rf-|-p-|-g + r + 5; 
plus généralement, si l'on prend quatre termes de telle sorte 
qu'il n'y en ait pas deux dans une même ligne ou dans une 
même colonne, la somme des termes reste constamment la 
même et égale à la précédente. D'ailleurs le nombre de ces 
groupes de quatre termes est évidemment égal au nombre 
des permutations 1.2.3.4 ^^^ quatre premiers nombres, 
comme dans le problème des qmtre tours sur l'échiquier 
de quatre cases de côté. 

De plus, si l'on considère quatre nombres placés aux som- 
mets d'un carré ou d'un rectangle quelconque de la table, 
on reconnaît immédiatement que la somme des nombres d'une 
diagonale égale la somme des nombres de l'autre diagonale ; 
on a ainsi trente-six égalités à deux boules et pas plus, dans 
le cas général. On a donc le théorème suivant ; 
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Toute table générale d'addition de seize nombres donne ii52 
tables distinctes; elle renferme toujours vingt-quatre sommes de 
quatre nombres égales à lu constante^ et trente-six égalités de 
sommes variables entre deux groupes de deux nombres. 

On a évidemment un théorème semblable pour une table 
de multiplication, en remplaçant les sommes par des produits. 

Le Carré magico-magique. 

Prenons Tune quelconque des tables d'addition, échangeons 
entre eux les nombres opposés par rapport au centre du 
carré, en exceptant ceux des diagonales ; puis, échangeons 
le quartier supérieur de droite avec le quartier inférieur de 
gauche ; nous obtenons le carré fondamental magico-magique 

Fig. 26. Fig, S7. — Type A. 



a^ 


c» 


dj 


br 


dr 


*f 


O^ 


cp 


bs 


^ 


cr 


oy 


^ 


tu* 

s 


bp 


ds' 




de Fermât. Ce carré a ses quartiers égaux. A toute table 
d'addition correspond un carré à quartiers égaux, les vingt- 
quatre égalités à la constante donnent les vingt-quatre éga- 
lités à quatre boules que nous avons démontrées plus haut; 
il en est de même pour les trente-six égalités à deux boules. 
Réciproquement, tout carré à quartiers égaux donne naissance 
à une table d'addition, puisque par la transformation inverse 
les trente-six égalités à deux boules sont les conditions d'exis- 
tence d'une table d'addition. On a donc le théorème suivant : 

Pour former avec seize nombres pris au hasard un carré 
magique à quartiers égaux, il faut et il suffit que Von puisse 
former avec ces seize nombres um table d'addition; et si tous 
les nombres sont distincts, le nombre des carrés est égal à 1 152 
ou S X 144. 

Il résulte encore de la remarque qui termine le paragraphe 
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précédent que Ton peut construire des carrés magiques tels 
que les sommes soient remplacées par des produits ; il suffit 
de remplacer la table d'addition par une table de multipli- 
cation correspondante ap désignant alors le produit et non 
la somme de a et p. 

Le problème des seize officiers. 

Le problème précédent donne la solution du problème des 
seize officiers de quatre grades et de quatre régiments diffé- 
rents, qu'il s'agit de ranger en carré de telle sorte que dans 
chaque ligne, chaque colonne, chaque diagonale, il n'y ait pas 
deux officiers de même grade ou de même régiment. Si l'on 
représente les officiers de grades a, b, c, rf, par les cartes as, 
roi, dame, valet du jeu de piquet, et les régiments p, q, r, s, par 
les couleurs carreau pique, cœur, trèfle, on les range d'abord 
de telle sorte que les as les rois, les dames, les valets soient 
respectivement sur les mêmes lignes (ou colonnes) tandis que 
les carreaux, piques, cœurs et trèfles soient respectivement 
dans les mêmes colonnes (ou lignes). Puis on applique la trans- 
formation de Fermât donnant naissance au carré magico- 
magique. En d'autres termes, on échange deux à deux les 
quatre groupes de cartes opposées du carré qui ne sont pas 
dans les diagonales ; puis, sans les tourner, deux quartiers 
opposés. On obtient ainsi ii52 solutions. (Voir les Problèmes 
plaisants et délectables de Bachet (3® édition, p. 202.) 

(A suivre,) 

VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. €f* de liOUf^chanipii. 

(Suite, voir p. 137.) 



52. Cas de la parabole. — Le tracé que nous allons 
indiquer pour la parabole repose sur la remarque suivante : 

JOURNAL DE MATH, thtvi. 1885. 7. 
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^Soit A un point qiielœnque d*une parabole de sommet 0; on 
joint OA, puiSy à cette droite, on élève une perpendiculaire OA', 
jusqu'à sa rencontre avec le diamètre du point A; le lieu de ce 
point A^ quand A décrit la parabole proposée, est une droite 
perpendiculaire à Vaxe. 

Cette propriété résulte immédiatement de la relation 

connue 

t/« — 2px = G. (1) 




Fig. 37. 

Le triangle rectangle A'OA donne, en effet, 

0H« = AH.A^H, 
ou 

j/* = ce . A'H. (2; 

En comparant (1) et (2), on a 

A'H = 2p, 
et cette égalité établit la proposition énoncée. 

Par conséquent, si l'on donne les conditions essentielles 
pour- déterminer une parabole, savoir ; 1» le sommet, 
2® l'axe ox, 3® un point A de la courbe ; on pourra, d'après 
ces données, construire la droite A, puis déterminer comme 
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Tindique la figure, les points A, B, C, D,..* de la parabole 
qui correspondent aux points A', B', C, D',.., de A. Dans 
cette construction, les angles AOA', BOB' COC',... sont droits. 

63. Construction de la tangente. — Le tracé de la 
tangente est une 
conséquence évi- 
dente de la pro- 
priété de la sous- 
tangente à la para- 
bole. Supposons 
que M soit le point 
donné ; si nous 
projetons A sur 
ox, en R, la tan- 
gente en M passe 
par le point T, 
symétrique de Q 
par rapport à 0. 
D'après cela : on 
projette A sur oy, 




Fig. 38. 



au point R, on joint MO et Ton mène TR parallèlement à 
MO; la droite MT est la tangente demandée. 



64. Remarque. — On peut d'ailleurs construire la para- 
bole, simultanément point par point et tangente par tangente, 
de la manière suivante. 

Imaginons trois points O'OO" sur une droite 
et tels que Ton ait 

00' = O'O", 
et soient A A' les perpendiculaires menées à 00' 
aux points 0, 0'. 

Par 0" menons une transversale qui ren- 
contre A en A et A' en A'. La parallèle à 00' 
menée par A et la perpendiculaire à AA' pas- 
sant par A' se coupent en an point I. 

Lorsque AA' tourne autour du point 0", le point I décrit 




Fig. 3 
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une parabole et la droite I A.' représente la tangente à cette 
courbe au point I. (A suivre.) 



ÉPURE DU CONCOURS DE 1885 

POUR l'admission a l'école SPECIALE MILITAIRE 



On donne dans le premier dièdre un point A dont la cote 

aa' est 19™/"*, Véloignement aa est 22 "y*"» ^^ ^^ P^*^^ ^ ^^l ^^ 
cote Yg' est 53"/", Véloignement yg 65^48"/", et dont la distance 
au plan de profil de A vers la droite est 52'"/°*- ^^ droite AG 
C5/ wne diagonale du parallélépipède rectangle dont une face est 

horizontale^ une autre parallèle au plan verlical, 

trouver : 4^ les projections du parallélipipède^ 

2** ctlles de la sphère qui lui est circonscrite. — 

Par les milieux M, N, P des trois arêtes DH, 

BG, EF on fait passer un plan, trouver les inter- 

Fio.l sections de ce plan avec le parallélipipède, avec la 

^ sphère, et les vraies grandeurs de ces sections. 

Pour la mise à Pencre, on supprimera la portion de la sphère 

située au-dessus du plan sécant, et la portion du parallélipipède 

située au-dessous. 

La construction des projections du parallélipipède, que 
nous désignons par tt, ne présente aucune difficulté. 

Le centre de la sphère circonscrite est le centre 0, 0' de ir ; 
la vraie grandeur o'a\ de son rayon est obtenue en amenant 
de front la demi-diagonale oa, o'a'. 

Pour obtenir dans le plan MNP l'horizontale passant par 
m, m\ nous cherchons son point i\ i, situé sur n'p', np ; on 
voit aisément que l'horizontale obtenue m'i\ mi passe par 0, o\ 
Il en résulte que le plan MNP passe par le centre de tt. Nous 
avons aussi construit la droite de front nj, nf; elle passe 
par 0, o\ 

En appliquant la construction connue pour obtenir une 
projection d'un point situé dans un plan, connaissant l'autre, 
de la projection c[ d'un sommet de la section, on déduit la 
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projection q au milieu de ad (*). On a de même le sommet 
7', / de la section au milieu de 6/", b'f\ Son sommet Z, l, 
sur cd, c'd' est obtenu en appliquant la méthode du plan pro- 
jetant horizontalement l'arête; Tintersection auxiliaire m'k' 
coupe cd' en /'. Gomme ck égale p'f\ c'k' égale c'p'; d'où c'k' 
égale les deux tiers de i'k' ; donc c'/' égale les deux tiers de 
t'm' ou égale o'm\ et par suite /, F est au milieu de cd, c'd'. 
Les côtés opposés de la section sont égaux et parallèles. 

Le plan MNP coupe la sphère selon un grand cercle. Les 
grands axes des ellipses projections de la section sont les 
diamètres projetés sur mi et nj\ Leurs petits axes sont tu 
et xy.On obtient ainsi tu: le diamètre projeté sur ou coupe 
pq, pq en un point S, projeté 'en s\ le rabattement de S, 
autour de Thorizontale projetée en os, est/i; ss\ égale o^; 
le diamètre OS coupe la sphère aux points rabattus en t\ et 
u\\ d'où Ton déduit les extrémités / et w de l'axe tu. 

La section de la sphère par le plan MNP, étant un grand 
cercle, est égale à l'un de ses contours apparents. 

La section de % par le plan MNP est rabattue en 'ntl^n^rp^^q^ 
sur le plan horizontal autour de l'horizontale on, diti] la 
construction connue pour obtenir le rabattement /^ d'un point 
IV de cette section, est indiquée; IX^ égale Vo\ 

La représentation est faite d'après les indications de l'énoncé. 

Ernest Lebon. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. John S. Mackay, 
professeur à V Académie dÈdimbourg. 

... A propos de la construction d'une moyenne propor- 
tionnelle donnée {Journal, année courante, p. 7S) permettez- 
moi de vous signaler une source plus ancienne. Dans Joftannw 

(*) Par conséquent, le plan mené par les milieux de trois côtés non con- 
sécutifs de l'hexagone gauche formé par six arêtes consécutives d'an parallé- 
lépipède rectangle, passe par le centre de ce dernier et coupe les trois autres 
eôtés en leurs milieux^ 
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Wallis opéra Mathematica, t. I (1693), p. 299-301, on trouve 
la traduction latine d'une lettre de Thomas Strode, datée 
nov. 3, 1684, dans laquelle se rencontre le passage suivant : 

Invenire mediam proportionalem inter duas rectas; absque 
perpendicularis ei^ecHone. 

Sunto r :r^ 8, et 5 = 2, reetae datae. 

Fiat Ae = r = 8, eC = r — s = 6. Gentris A et G, 
distantia AB = r = 8, ducantur arcus duo se mutuo 
intersecantes in B. Jungatur eB. Est ea = \/fs quaesita. 

La lettre de Thomas Strode a été publiée en anglais anté- 
rieurement, dans le traité d'algèbre du docteur Wallis 
(a Treatise of Algebra both historical and pratical; London, 
168S)... 

Nota. — En publiant la construction que nous avait 
indiquée M. Bordage, nous pensions bien (nous l'avons dit 
p. 75 et rappelé p. 120) que cette construction devait être, 
connue, et depuis fort longtemps, comme le prouve l'obli- 
geante communication de M. Mackay. Je dois encore ajouter 
que j'aurais pu m'assurer moi-même de ce fait, en consultant 
l'excellent traité de géométrie plane intitulé : The Eléments of 
Euclid; books I to VI, by John S. Mackay; W. and R. Gham- 
bers London and Edinburgh, 1884, p. 353. 

Nous avons tenu à respecter les notations mêmes employées 
dans la lettre de Thomas Strode; en lisant la communica- 
tion précédente sur la figure de la page 7o il faut remplacer 
B par 6 et E par B. G. L. 



ECOLE NAVALE 



Concours des 2 et 3 juin 1885. 
Arithmétique* 

I. — Calculer le rayon du cercle dont la surface vaut un hectare. — On 
n'emploiera que les deux premières décimales du nombre « et on ne conser- 
vera au résultat que les chiffres exacts. 

II. — Démontrer que trois nombres impairs quelconques, A, B, C, ont le 
même plus grand commun diviseur que leurs demi-sommes deux à deux : 

A-hB A + C B+C 
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Algèbre^ 

On donne un triangle équilatéral ABC dont est le centre de flgnre. 

On joint AO» BO, CO, et on prolonge ces trois lignes d'une même longueur 
OA' = OB' = OC = X, 

On joint les trois points A\ B', G' entre eux et aux sommets A, B, G, du triangle 

donné. — Désignant par R le rayon du cercle circonscrit au triangle donné 

et pur y le volume du tétraèdre qui aurait pour base le triangle équilatéral 

A'B'G et pour faces latérales les trois triangles isoscèles AB'G\ BG'A', CA'B', 

on demande : 

3 
1" Les valeurs de x pour lesquelles Y est équivalent aux ^ du cube construit 

8 
3 
sur a? : V = - a?'». Interpréter la valeur négative. 

o 

2** Les valeurs de x qui rendent Y maximum ou minimum. 
3* L'étude des variations de Y, quand x varie de — oo à -h R. 

Trigonométrie. 

Dans un triangle rectiligne obliquangle ABG on donne : 

A = 1340 42' 48' 

a = 144", 756 

b ■=. gS", 642 
Calculer B, G, c. 
Gomme vérification, on calculera G par la formule 

sm- = . / (P-«l(P-ft) 

a6 



^ 



Géométrie. 

1* Énoncer les théorèmes qui conduisent à la mesure du volume engen- 
dré par un polygone plan, tournant autour d'un axe situé dans son plan ; 

2<* Gomment passe-t-on de la mesure du volume engendré par un secteur 
polygonal régulier à la mesure du volume d'un secteur sphérique? 

3* Étant données deux circonférences et 0' et une direction fixe MN,- 
par le eentre de similitude S' do ces deux circonférences, on mène une 
sécante quelconque S'A'A et par les deux points homologues A et A' les 
deux cordes AB et A'B' parallèles à MN, on joint AB' et BA' qui se coupent 
en G. 

l» Démontrer que si par le point C on mène une parallèle DE à MN, 
le lieu des points D et E est une circonférence. — En déduire que le lieu 
du point G est le diamètre de cette circonférence perpendiculaire à MN ; 

2*" Démontrer plus généralement que si par le point P qui divise AA 

dans un rapport donné —, on mène une parallèle PQRS à MN, le lieu des 

points P et S est une circonférence. — En déduire que le lieu des points Q 
et R est une ellipse dont le grand axe est le diamètre de cette circonférence 
perpendiculaire à MN. 

Ëpure. 

On donne une sphère dont le centre se trouve dans le premier dièdre à 
égale distance du plan horizontal et du plan vertical coO = cdO' = 50 "/" ®' 
dont le rayon R = 25 "/■"• 
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On demande de construire les projections d'un tronc de pyramide triangu- 
laire ABC, A'fi'C, satisfaisant aux conditions suivantes : 

1* Les plans de base ABC, ABC, sont tangents à la sphère, parallèles à 
la ligne de terre et font un angle de 45° avec la partie postérieure du plan 
horizontal. 

Les arêtes latérales AA', BB\ GC, prolongées, passent par le point co; elles 
sont tangentes à la sphère et font entre elles des angles égaux. 

On placera l'arête AA' dans le plan de profil 0'(ii>0 et de manière à faire avec 
le plan horizontal le plus grand angle possible. 

On indiquera les intersections do la sphère avec les faces du tronc de pyra- 
mide. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES 



FACULTÉ DE CAEN (*) 

Composition du 4 avril 1885 

Mathématiques. 

1« Exposer la théorie de l'extraction de la racine carrée d'un nombre 
entier plus grand que 100, à moins d'une unité ; en admettant comme préa- 
lablement démontrée la formule qui exprime la composition du carré d'une 

somnse 

[a + 6)' s: a' + 2ah -{- h^ ; 

2^ Calculer sin - et cos -- sachant que sin a = J et que l'arc a est 

22 25 

compris entre — et 21c. 

2 

Compositions du 16 avril 1885 
Mathématiques. 

!• Composition de deux forces parallèles et de sens contraire. 
2° Résoudre les équations : 

tg a? -h tg î/ = a, X -{- y=l). 
Application : 

a =r i"i77, b = 4.5*, 

FACULTÉ DE GRENOBLE 

Première série, — !• Démontrer que : 

a* = 6' -h c^ — 26c cos A. 
2* Connaissant les deux côtés pnrallèlcs et les deux diagonales d'un trapèze, 
calculer la surface, la hauteur, les côtés non parallèles. 
Qu'arrive-t-il si les deux diagonales sont égales? 

(*) Nous prions ceux de nos lecteurs qui sont en mesure de le faire, de 
vouloir bien nous adresser les différents sujets de composition proposés dans 
les examens : Baccalauréat, Licence, Concours divers. 
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Deuxième série. — On* donne un cerrie 0, on mène deux tangentes diamé- 
fralement opposées AD, BC et une troisième tangente CD : 

!• Démontrer que AD X BC = R^. 

2*» Mener CD de telle façon que le volume engendré par le 'trapèze ABGD, 
en tournant autour de AB, soit dans un rapport donné m avec le volume de 
la sphère engendrée par le cej*cle. Minimum dewi. 



BACCALA.UEEAT DE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 



Gompositlons de la session d'août et d'octobre 1884. 

PREMIÈRE SESSION D AOUT 

Physique. 

Galvanomètre, 

Chimie. 
Lois de Berlholet. 

Mathématiques. 

I. — Étant donné un cercle de rayon R et deux diamètres rectangulaii^s 
AB et CD, on suppose qu'on ait tracé quatre autres cercles dont chacun est 
tangent intérieurement au cercle et tangent aux deux diamètres AB et CD. 
On demande d'évaluer ce qui reste de la surface du cercle lorsqu'on en a 
enlevé les surfaces des quatre autres cercles. Appliquer la formule trouvée 
au cas ou R = I dm et calculer le résultat à un centimètre carré près. 

II. — Sur la gorge d'une poulie fixe passe une corde dont un brin 
supporte un poids de 1 5o kilog. et dont l'autre brin est tiré par une force F 
qui fait avec la verticale AN un angle de 6o». On demande de calculer la 
pression que supporte le point fixe lorsque la machine est en équilibre. 

SECOiNDE SESSION D'AOUT 

Mathématiques. 

I. — Étant donné un rectangle de base a et de hauteur 6, déterminer une 
parallèle ËF à AB et une parallèle GH à BC, situées à égale distance de AB 
et do BC et telles que l'aire du rectangle ËIHD soit égale à celle d'un carré 
donné w*. 

II. — Un plan étant donné par ses deux traces aP et aQ, construire les 
projections d'une sphère de rayon donné tangente à ce plan et au plan hori- 
zontal de projection et dont le centre est situé à une distance donnée du plan 
vertical. 

Physique. 
Microscopes. 

Histoire naturelle. 

Aliments. 

SESSION UNIQUE D'OCTOBRE 

Compositions des 24 et 25 octobre. 

Mathématiques. 

I. — Un bassin a la forme d'un prisme droit dont la base est un octogone 
régulier. Le côté de cet octogone est de 8 mètres et l'ea i s'élève à 0'",70 au- 
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dessus du fond. Evaluer en tonnes le poids de l'eau contenue dans oe bassin. 
II. — Composition de deux forces parallèles et de même sens, de deux 
forces parallèles et de sens contraire. (24 octobre, matin,) 

Physique, 

I. — Dissolution des gaz dans les liquides. 

II. — L'œil. Idée générale du mécanisme de la yision. 

(24 octobre, soir.) 



■P*«"^F^^^— «l^^-^F- 



BREVET DE CAPACITÉ SCIENTIFIQUE 



Mathématiques . 

I. — Construire la projection d'une bélice; le cylindre sur lequel elle est 
tracée ayant son axe dans le plan vertical et perpendiculaire à la ligne de terre. 

Déterminer les projections de la tangente en un point quelconque. 

II. — Les six éléments d'un triangle a, d,c, A, B, C sont liés, comme on sait 
par le système d'équations : 

( a = 6 cos C + c cos B 
(1) ) 6 = c cos A + û cos G 
f c =^ a ces B 4- & cos A 
puis, par un autre système :^ 

Îo^ = 6^ + c^ — 26c^cos A 
b^ = a^ -{- c^ — 20C cos B 
6*2 ^ o'. -h 6* — 2ab cos C 
On demande de démontrer que les systèmes (1) et (2) sont équivalents, c'est*à* 
dire que des relations (1) on peut déduire les relations (2) et réciproquement* 

Physique. 

Passage de la lumière simple à travei*s un prisme. — Conditions d'émer^ 
gence. — Décomposition de la lumière. 

Chimie. 

Carbonates de soude. — Fabrication de la soude artificielle. 



BACCALAURÉAT ES SCIENCES (AVRIL 1885) 

FACULTÉ DE GLERMONT 

Mathématiques . 

1* Session. — I. Démontrer que les trois médianes d'un triangle quel- 
conque se coupent en un même point. Même question pour les hauteurs. 
II. Calculer tg 4a eu fonction de tg a, sin 4a en fonction de sin a. 
2* Session. — I. Somme des termes d'une progression géométrique. 

3 a;* — . ^x 4- 6 
II . Entre quelles limites varie la fraction ■— — —— 

2 x^ — 3 a; -|- b 
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3* Session. — I. Étant donné an cercle, on luène deax sécantes rectangu 
aires AB, CD dont l'one CD est un diamètre; on divise la demi-corde EA en n 
parties égales. On demande de calculer la portion OM de la sécante CD, sachant 
qaeDM représente m divisions. On appellera a le rayon du cercle et / la lon- 
gueur de la corde AB. 

II. Calculer la somme des carrés de MF quand M varie de zéro à n, MF 
étant perpendiculaire à OM. 



BACCALAURÉAT ES SCIENCES COMPLET (*) 

FACULTÉ DE PARIS 

(DEUX SÉRIES) 
Compositions du 27 avril. 
Mathématiques. I. — On donne le volume compris entre deux sphères 
concentriques = - na?. Connaissant la différence des rayons des deux sphères 

trouver le rayon de la plus grande. 

II. — Démontrer qu'on peut toujours réduire à deux les forces en nombre 
quelconque appliquées à un corps solide. 

Compositions du 28 avril. 

, Mathématiques. I. — Calculer, sans avoir recours aux tables de loga- 
rithmes, le^ valeurs des arcs x et y qui vérifient les deux équations : 

X + y = a, 
sin' X + sin' y = i — cos a. 
dans lesquelles a est connu. 

II. — La latitude de Paris étant de 48»5o', on considère une étoile dont 
la déclinaison est de -f So»; on demande de calculer les distances zénithales 
de cette étoile à soir passage supérieur et à son passage infériear au- méridien 
de Paris. 

Compositions du 29 avril. 

Mathématiques. I. — Calculer les rayons des deux bases d'un tronc 
de cône, connaissant son volume, sa hauteur et la somme des .rayons des 
bases. 

II. — Inégalité des jours et des nuits. 

Compositions du 30 avril. 

Mathématiques. I. — On donne les longueurs a, 6, c des trois côtés 
d'un triangle. On demnnde de déterminer sur le côlé AC un point M de 
manière que le volume engendré par le triangle AMB tournant autour de 
AB soit équivalent au volume engendré par le triaragle BMC tournant autour 
de BC. On calculera AM = a? en fonction de a, 6, c. 

c- 

*) Ces énoncés sont empruntés au recueil publié chez Croville-Morant, rue 
de la Sorbonne. 
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U. — Oq considère deux planètes et on représente par 2a, 2a' les lon- 
gueurs des grands axes des orbites qu'elles décrivent autour du Soleil; par 

a 
T, T' les durées de leur révolution sidérale. Sachant que -^ = 3,on demande 

a 

T 
de calculer, à 0,001 près, le rapport — . 

Compositions du !«' mai. 

Mathématiques. I. — Déterminer les rayons des bases de deux cylin- 
dres droit? de hauteurs respectives a et ^, connaissant la somme S de leurs 
surfaces latérales et la somme Y de leurs volumes. 

II. — Angle de deux plans dont les traces horizontales sont parallèles. 

Compositions du. 2 mai. 
Mathématiques. 

I. — On considère le triangle BAC, rectangle en A et, les médianes BB' et 

BB' 

ce issues des sommets B et C; on demande d'exprimer le rapport z = -— , 

en fonction de la tangente trigonométrique de l'angle ABC. On représentera 
cette tangente par K. Maximum et minimum de z quand on fait varier K. 

II. — Extraire la racine carrée d'une fraction à — près. Énoncer la règle et 

n 

la démontrer. 

Compositions du 4 mai. 

Mathé matiques. 

I. r— Couper une sphère donnée par un plan de telle manière que le segment 
déterminé par ce plan ait un volume égal à m fois celui du cône qui a pour 
sommet le centre de la sphère et pour ba>e la section fuite par le plan. (On 
prendra pour inconnue la hauteur du segment.) 

I. — Composition de deux forces parallèles. 

Compositions du 5 mai. 
Mathématiques. 

I. — Calculer les dimensions d'un cylindre droit de surface totale donnée 
2Tta* inscrit dans une sphère de rayon R. 

II. — Phases de la. lune. 

Compositions du 6 m.ai. 
Mathématiques. 

I. — Démontrer que dans la parabole la sous-normale est constante. 

II. — Déterminer les angles B et C d'un triangle connaissant l'angle A 

BR' 
et le rapport -— = K des hauteurs issues des sommets B et C. Calculer 

tg — : — 
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Compositions du 7 mai. 
Mathématiques • 

I. — Inscrire dans une demi-circonférence de rayon R un trapèze ABCD 
de périmètre ômné 2p. On prendra pour inconnues la longueur d'un des côtés 
non parallèles AB = a? et la demi-longueur de la petite base BG = y, 

II. — Quelle est la valeur de la tangente de l'angle de 3o*? En déduire la 
valeur de celle de i5». 

GomLpositions du 8 mai. 
Mathématiques. 

I. ~~ Trouver le nombre entier qui diffère de moins de - unité de la racine 

2 

carrée de3,975._ 

II. — Etant donné un cercle de rayon R, calculer les deux bases d'un tra- 
pèze isoscèle circonscrit au cercle, connaissant la surface a^ du trapèze. 



QUESTION 139 

S^olntion par M. J. Delpirou [Collège Ghaptal). 



Mener par un point donné kune droite dont les distances à 
deux points donnés B,C, aient une somme donnée 2I. Discuter en 
faisant varier la position du point A dans le plan. (L. Levy.) 

Supposons le problème résolu, et soit Ao? la droite cherchée. 
On doit avoir : BP + CM = /.- Soit le milieu de CB. 

La droite ON perpendicu- 
laire à AX est égale à /. 
Ainsi le cercle A décrit 
de comme centre avec l 
pour rayon sera tangent 
à AX. D'où la construc- 
tion suivante; 
Parlèmilieu delà droite 
joignant les deux points donnés on décrit un cercle de rayon 
égal à /, puis par le point A on lui mène des tangentes. 

On voit aussi qu'il y a deux solutions, qui sont réelles ou 
itnaginaires suivant que le point A est extérieur ou intérieur 
au cercle A. Elles sont coïncidentes dans le cas particulier 
oïl A est situé justement sur A. 

Nota. — La même qu'^stion a été résolue par MM. Louis Leboisne, élève 
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au lycée du Mans ; Volgnier, élève au lycée de N'incy ; Emile Vigarié, 
élève au lycée Saint-Louis (classe de M. Vintejoux); J.-B. Perrin, maître 
répétiteur au lycée de Clermont-Ferrand ; Jules Hnré^au collège de Montargis. 



QUESTIONS PROPOSE^pS 



184. — On donne une circonférence et deux points 
fixes I et r sur un même diamètre; on imagine, en outre, un 
diamètre mobile dont les extrémités sont A et A'. Cela posé, 
on considère la circonférence lAO et la circonférence l'A'O ; 
ces circonférences se coupent en un autre point M dont on 
demande le lieu. 1® Discuter ce lieu lorsque I et T prennent 
dififérentes positions ; en particulier, chercher ce qui arrive 
lorsque I et I' sont symétriques par rapport à et indiquer 
dans quelles conditions ce lieu est tout entier à l'intérieur, 
ou tout entier à Textérieur, du cercle 0; 

2® Ce lieu est un certain cercle w ; calculer son rayon 
et sa distance au point ; 

3® Cela fait, on demande de démontrer que les circonfé- 
rences qui sont tangentes à o), au cercle 0, et qui passent 
par 0, passent aussi forcément par un des point? I et I ; 
étudier ces conditions de possibilité et faire voir que les 
cercles possibles demandés sont en nombre : zéro, deux ou 
quatre ; 

3® Si, par un point M du lieu on mène une circonférence 
tangente en à IF, le lieu géométrique du point y. d'in- 
tersection avec le diamètre mobile AA' correspondant au 
point M est un cercle de centre ; 

4® On fait varier le rayon du cercle sans changer le centre, 
ni la position des points 1,1'; étudier le déplacement du 
centre o) pour les différentes valeurs du rayon variable et 
démontrer que la polaire de par rapport aux diverses 
circonférences du lieu est une droite invariable ; 

5® Généraliser le problème par projection conique, à l*aido 
de deux sections circulaires antiparallèles. 

(Eug. Vigne f on.) 

185. — On donne uil demi-cerde A décrit sur lo dia- 
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mètre BG et Ton considère le triangle rectangle isoscèle BAC 
inscrit dans ce demi-cercle Soit M le milieu du côté AG ; la 
droite BM rencontre A en B'. On propose de démontrer que 
B' est trois fois plus éloigné de AB que de AG. (G. L.) 

186. — On saif que les droites qui joignent les sommets 
d'un triangle aux points de contact des cercles ex- inscrits 
se coupent en un même point. Démontrer que ce point est 
le centre du cercle inscrit au triangle obtenu en menant par 
les sommets du triangle les parallèles aux côtés. 

(G. Boubals.) 

Nota. — On rapprochera cet exercice de la question 94 ré- 
solue précédemment (p. 92). (G. L.) 

187. — Étant donné un triangle ABG, on mène la mé- 
diane antiparallèle Aa et Ton prend sur cette droite à par- 
tir du point a et dans le sens Aa un point A'' a une distance 

de BG égale à - tg A. Par ce point, on mène une parallèle à 

la tangente en A à la circonférence ABG, cette parallèle 
coupe AB, AG en G', B'; les droites BB', GG' se coupent en 
Al. Soient Bj, G^ les points analogues de A^. 

1« On a ; A^'G = A''G' == A"B = A''B'; 

2° La droite AA^ est une hauteur du triangle A'B G'; 

3° Les circonférences ABG, GB'G'B sont orthogonales; 

4** Lieu de Torthocentre du triangle AB'G' quand, BG étant 
fixe, A parcourt la circonférence ABG ; 

5® Les triangles ABG, A^BiGi sont égaux et les droites 
AAj, BBj, GGi se coupent au centre du cercle circonscrit à ABC. 

(E. Vigarié.j 

NoT\. — Une solution de la question 127 a paru dans le précédent numéro; 
une autre solution de la même question avait été déjà publiée (1884; p. 255). 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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ÉTUDE ÉLÉMENTAIRE D'ANALYSE INDÉTERMINÉE 

DU SECOND DEGRÉ 
Par M. Ferrent* 

SuilOt voir page 145.) 



68. — La mise en nombre des formules (159) n'étant pas 
toujours très facile surtout dans les cas particuliers, nous 
allons passer/en revue et résoudre directement ces divers 
cas. 

L'équation générale peut se réduire à Tune des suivantes : 

1<» ay^ + bxy + ex* + 9 = o. (1^70) 

^ ay^-{- dy + fx -{- g =0 (171) 

9* ay*= bx+ c (172) 

4« ay^ = hx (173) 
La première de ces équations devient, à cause des relations 
h = 2U et V — ac = o : 

a*t/' -\- 2aVxy -f- ^'*^* -^^ ag = o 
ou 

(ay + b'x)' +ag = o (174) 

j/^, x' étant une première solution, on a 

{ay' + b'xr +ag=o, 
d'oîi : 

(ay + Vxy — (ay + b'x')^ = o 
ou 

Wj/ + î/') +b'ix + x'My-y') + 6'(x - o;')] = o, 
d'oli 

a{y + y) + b\x + 05') = o 
ou 

(i(y — t/') + ^'(^ — ^'k') = o» 

p étant le plus grand commun diviseur de a et 6, 

JOURNAL DB IC,^39> Ahku, 1885; 8 
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y = — y +-*» 

p 

a;= — ac — — ft> 

P 
h' 
et y = îT f — w 

P 
Les solutions sont donc toutes comprises dans les expres- 
sions 

y = àzy +- ^ 

ir = + x' 0) 

P 
dans lesquelles les doubles signes sont en concordance. 

On peut dire encore, sans supposer comme une première 
solution de la proposée : 

Lorsque Téquation (174) peut être résolue, — ag doit être 
égal au carré d'un entier ; soit donc 

ag =^ — w*. 
Cette équation devient 

(ay + b'x)* — m* = o, 

d'où 

(ay + b'x — m){ay + Vx + m) = o. 

Si y' y x' annule Tun ou Tautre de ces facteurs, y, x' sera 
aussi une solution de la proposée, et on retrouvera ainsi 
les solutions précédentes. Il suffit donc, de cette manière, 
de chercher une première solution d'une équation du 
premier degré. 

jj^_B, Nous suspendons ici notre travail sur l'analyse 

indéterminée du second degré, quoiqu'il nous reste encore 
d'importants [résultats à publier, parmi lesquels nous cite- 
rons : 

i^ Des propriétés nouvelles des fractions continues prove- 
nant de la réduction, en fraction continue, de y/M, M étant 
entier ou fractionnaire; 
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^ La théorie des solutions conjuguées de l'équation du 
second degré (hyperbole), qui donne, pour résoudre cette 
équation, une méthode beaucoup plus simple que celle de 
Gauss et de Lagrange ; 

3® Une méthode directe pour résoudre les équations 
y* = ax -|- 6 et î/* — Ma* = N, méthode qui ne suppose 
pas connue une première solution. 

Ces spéculations mathématiques offrent un grand intérêt; 
mais elles ont le tort de ne pas faire partie des programmes 
d'examens, et nous craignons d'abuser de l'hospitalité de 
cette publication en les développant ici avec les détails 
qu'elles comportent. 

Nous pensons pourtant, soit ici, soit ailleurs, revenir un 
jour sur ce travail que nous laissons inachevé, pour les 
raisons que nous venons de donner. 



NOTE DE GEOMETRIE 

t^ar M. Emile Tigarié, élève au Lycée Saint-Louis (classe de M. Vintéjoux). 

[Suite voir p. 126.) 



20. Théorème. — Si trois droites issues des trois som- 
mets d'un triangle ABC coupent les côtés opposés en trois points 
A|, Bi, Cl, en ligne droite, les inverses de ces droites coupent les 
côtés en trois autres points A.\, B\, G\, en ligne droite (*). 

Les trois points A , Bi, Ci, étant en ligne droite on a 

CAi . ABi . BCi ,_ 
BA . CBi . AC ~^* 
Les droites AAi, AA'i; àB^y BB\ ; CC\, CCi étant des droites 
inverses on a 

BA-, . BA, ^XS" BA\ ÂB\ CA, 

CA^.CA, 5^ o^ GA'i~i5rir, 



(*] M. le colonel Mathieu. Loc, ciU p. 400. 
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AGi . AG\ 



.CI' 



GB\ 
^^ IF, 



AG\ 



ou 



CB^ . AB, 
XB* . CBi 
B? . BGi 



BG'i . BGi ^2 BG, 5ô2 . aG, 




At^. 



Faisons le produit et nous avons : 
BA-, . GB\ . AG\ _ IF . çg ,.S(? CA, . AB, . BG, 
CA\ . AB', . BC, "" n? . ÂB^ Bî? ^ BA, . CB, . AG, 



= !• 



21. Théorème. — Les points B' et G étant les pieds des 
perpendiculaires abaissées des points B et G du triangle ABG 
sur la bissectrice AE, on mène par le point B' une parallèle à 
AB et par le point G' wie parallèle à AG. Ces droites se cou- 
pent en un point I qui se trouve sur la médiane antiparalléle 
Aa (*). Les points B', G', le pied Ma de la médiane AMa et le pied 
de la hauteur AH» sont quatre points d*une même circonférence. 

1* De B' et G" j'abaisse B'B'c, G'G'5 perpendiculaires sur 
AB, A G et de I les deux perpendiculaires Ile, Ih sur AB, AG 
on a 

Ile = B B c IIi> == G G 6* 
Prolongeons BB' jusqu'à sa rencontre en B, avec AG, le 
triangle BAB, étant isoscèle on a 

BB^=B'B4 B^B'c = B'B',. 



(•) M. d'Ocagne. Loc. cit. 1883, p. 464. 
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Les triangles semblables AB'B'», AG'Cb; AFBj, AG'C donnent 

AB' B'B'k AB' ABi AB 

AG 
Donc 

IIç_AB 

ÂG* 



AG' G'G't 
B'B'» 



AG 



G'G' 



b IIi, 

Ge qui montre que I est sur la médiane antiparallële Aa. 

'if Menons B'M»; cette droite, joignant les milieux de BG, 
BBi, est paral- 
lèle à AG et 
l'on a 

BB'_EA 

EMa~ EG* 

Les triangles 
rectangles sem- 
blables EG'G, 
ËAHa donnent 

EA_AH. 

EG ~ EG' * 1 

D'oîi 

EG' ■" EMa 
ou 

AHa.lîM.= EG'.EB'. 
Ge qui prouve que le quadrilatère B'HaG'M» est inscriptible. 

(A suivre.) 




MONOGRAPHIE DE LA SYMEDIANE 

Par M. Maurice d'Ocaipne, Ingéniear des Ponts et Chaussées. 



La théorie du triangle s'est, en ces derniers temps, accrue 
d'un chapitre intéressant grâce aux travaux de MM. Brocard, 
Lembine, Neuberg, Tucker, Taylor, etc. Ces géomètres ont 
étudié en détail les propriétés de certains points et de certains 
cercles remarquables du plan d'un triangle, qui sont désignés 
aujourd'hui par les noms de plusieurs d'entre eux, et dont 
nous n'avons pas besoin de rappeler ici la définition. 
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Par une coïncidence assez singulière, mais dont les exemples 
pourtant ne sont pas aussi rares qu'on pourrait le croire, 
nous nous engagions à notre tour dans la même voie de 
recherches, sans avoir la moindre connaissance des travaux 
antérieurs, et nous retrouvions, ce qui est bien naturel, un 
certain nombre de résultats précédemment acquis. 

Notre premier essai, très sommaire, a été publié en 1880 
dans le Journal de Mathématiques élémentaires (t. IV, p. 539); 
le second, beaucoup plus développé, a paru en 1883 dans les 
Nouvelles Annales de Mathématiques (3® série, t. II, p. 450); un 
troisième a également figuré dans ce 'recueil (3® série, t. III, 
p. 25) (*). C'est dans le second article que nous avons pro- 
posé le terme de symédiane pour désigner la droite qui con- 
stituait l'objet principal de nos études, droite que M. Lemoine 
appelait auparavant médiane antiparallèle. Nous ajouterons que, 
depuis lors, presque tous les auteurs qui se sont occupés de 
ce sujet (**), y compris M. Lemoine (***), ont adopté le terme 
de symédiane ; nous croyons donc pouvoir le considérer comme 
définitivement consacré par l'usage et continuer de nous en 
servir d'une manière courante. 

Les trois symédianes d'un triangle concourent en un même 
point qui a reçu le nom de point de Lemoine. Ce point de 
Lemoine est lui-même lié, comme on sait, aux divers autres 
éléments (points et cercle de Brocard, cercles de Tucker, 
cercle de Taylor,.,.) auxquels nous faisions allusion en com- 
mençant. On voit ain^i le rapport qui existe entre la symé- 
diane et ces éléments. Mais ce lien n'est pas si étroit qu'on 
ne puisse séparer l'étude desdits éléments de celle de la 
symédiane. Les points et cercles de Lemoine. Brocard, etc. 
peuvent recevoir une définition indépendante de celle de la 
symédiane, être étudiés sans son intervention, ainsi que l'a 
fait voir M. Lemoine. 



{*) Un quatrième arlicle sur la symédiane, que nous avons rédigé erf mai 
1884, doit paraître dans le numéro d'août des Nouvelles Annales. 

[**) Qu'il nous soit permis de citera ce propos les noms de MM. Neuberg, 
Tucker, Casey.... Ce dernier a même introduit le terme de symédiane dans 
la dernière édition de son excellente « Sequel to Euclid *, ouvrage classique, 
et à juste titre, en Angleterre. 

(*♦*) Voir MathésiSy t. V, p. 103. 



JOURNAL DE MATHÉIIATIQUES ÉLÂMENTAIRES 17S 

De son côté, la symédiane peut donner lieu, abstraction 
faite des élégantes théories dont nous venons de parler, à 
des développements intéressants et à des applications impor- 
tantes. C'est là le point que, pour notre part, nous nous 
sommes spécialement attaché à mettre en lumière. Ce n'est 
qu'incidemment que nous avons rencontré quelques propriétés 
du point de Lemoine ; notre but était d'étudier la symédiane 
en elle-même. Outre les propriétés que nous en avons données, 
nous avons fait voir le rôle important qu'elle joue dans la 
théorie de diverses courbes et particulièrement des coniques. 

Notre conclusion ne sera pas que la notion de la symédiane 
doive être séparée des autres notions dont nous avons parlé. 
Cette relation, tout au contraire, est propre à lui donner une 
bien plus grande importance, mais nous pensons qu'il y a 
lieu, aujourd'hui que ces diverses théories particulières ont, 
pour ainsi dire, acquis droit de cité dans la théorie générale 
du triangle, de traiter, à part, et en commençant, de la 
symédiane, d'étudier ses propriétés intrinsèques, d'en faire 
voir les applications, puis, une fois seulement cette étude 
achevée, de passer à l'étude du point de Lemoine, et aux 
autres théories qui s'y rattachent. Le travail que nous pré- 
sentons ici a pour but de fixer, au moins dans ses grandes 
lignes, la monographie de la symédiane. 

Tous les théorèmes que nous donnons plus loin sont ex- 
traits de nos diverses notes citées plus haut. Quelques-uns 
d'entre eux avaient déjà été remarqués. 

Nous avons supprimé les démonstrations, qui allongeraient 
démesurément ce travail, et lui enlèveraient son caractère de 
résumé. On les trouvera en se reportant à nos précédentes 
Notes, ou à l'excellent travail(*) de M. Vigarié, élève au lycée 
Saint-Louis, qui a donné des démonstrations nouvelles d'un 
grand nombre de nos théorèmes sur la symédiane. 

(A suivre.) 



(*) Journal de Mathématiques élémentaires , 1885. 
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LES CARRES MAGIQUES DE FERMAT 

RESTAURÉS ET PUBLIÉS SUR DES DOCUMENTS ORIGINAUX ET INÉDITS 

Par M. Edouard liucas* 

(Suite, voir p. 148.) 



Formules d'arithmétique . 

Reprenons le carré fondamental; considérons ap, bq, ..,, 
comme des produits ; faisons la somme des nombres de 
chaque ligne en donnant le signe — aux nombres de la pre- 
mière diagonale, et faisons le carré des sommes obtenues ; 
nous avons 

[ — ap -^ es -{- dq -\- 6r]* 
+ [^- dr^bq-^- as + cpf 
-i- [-}- bs + dp — cr -{- aq]* 

+ [ + ^î + û^* + ^? — d'^V 
En faisant la somme, les doubles produits disparaissent à 

cause des égalités à deux boules ; il ne reste que des carrés 

dont la somme représente le produit des deux sommes de 

quatre carrés 

Le procédé que nous venons d'exposer est plus sjmple 
que tous ceux qui ont été donnés jusqu'ici pour obtenir 
cette formule. Si, sans changer a, 6, c, d,on permute de tou- 
tes les manières possibles les nombres p, q, r, s, on obtient 
ainsi vingt-quatre formules, et d'ailleurs on ne peut en obtenir 
davantage avec un seul terme négatif dans chaque paren- 
thèse. Si l'on change ensuite le signe des termes contenant 
p dans ces formules, on en obtient vingt-quatre autres dans 
lesquelles chaque somme contient deux signes — 'OU n'en 
contient aucun. 

Ainsi, la question de la décomposition du produit des sommes 
de quatre carrés en quatre carrés est inséparable de la 
théorie des carrés magiques à quartiers égaux. 
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Les neuf types des carrés à quartiers. 

Nous appellerons conjugués les nombres d*une table d'ad- 
dition symétriquement placés par rapport au centre de la 
table ; ainsi dans la table de la fig. 2Sy ap et ds sont con- 
jugués, ainsi que wj et dr. Dans le carré fondamental, les 
nombres conjugués sont encore placés deux par deux, symé- 
triquement pair rapport au centre du carré* Si Ton joint ces 
nombres par des lignes, on obtient Ja figure que nous appel- 
lerons le type A ou carré conjugué par rapport au centre. Par 

Fig. 98. Fi g, 29 (Type B). 



ap 


es 


6r 


^ 


dr 


Ixf 


ep 


as 


Céf 


or 


ds 


>T 


hs 


dp 


€Uf 


cr 




des échanges successifs, qui s'appliquent à tous les carrés 
à quartiers égaux, nous allons en obtenir d'autres; et les 
divers traits réunissant les nombres conjugués proviennent 
des huit égalités des groupes de deux boules opposées de 
la table d'addition. 

Par l'échange des deux dernières lignes, puis des deux 
dernières colonnes, nous obtenons le type B que nous appel- 
lerons conjugué par diagonales des carrés de trois. 



Fig. 50. 



Fig. 5/ (Type C). 



ap 


hr 


ÛS 


^ 


eç 


ds 


an 


ip 


dr 


tp 


*? 


«IS 


bs 


<Uf 


dp 


or 



X X 
X X 



- L'échange des quartiers opposés conserve les types A et B; 
l'échange des rangées intérieures conserve le type A, mais 
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transforme le type B dans le type G que. nous appellerons 
conjugué par diagonales de quartiers. 

Échangeons dans chacun des quartiers du carré G les 
nombres des secondes lignes ; puis, échangeons sans les tour- 
ner les quartiers inférieurs ; nous obtenons le type D ou carré 
conjugué par lignes voisines (fig. Si et 88). 

Fig. 3», Fig, 33 (Type D). 



ap 


br 


C9 


^' 


da 


^ 


bp 


ar 


^ 


Of 


Or 


^ 


cr 


<¥ 


a^ 


b0 




En opérant par colonnes sur le type G, comme nous avons 
opéré par lignes, c'est-à-dire en échangeant dans chacun des 
quartiers du carré G, les nombres des secondes colonnes ; puis, 

Fig. SS. 



Fig, 


34 


(Type D'). 


ap 


iU 


bq er 


^ 


àr 


dp tu 


dr 


aç 


€» bp 


bf 


ep 


ar dq 




sans les tourner, les deux quartiers de droite, nous obte- 
nons le type D' ou carré conjugué par colonnes voisines (fig. 84 
et 85). Bien que les figures des types D et D' soient symé- 
triques Tune de l'autre par rapport à la première diagonale 
les carrés obtenus sont bien distincts, car si la première 
ligne de D' est identique à la première colonne de D il n'en 
est plus de même pour les secondes rangées. 

Si, dans le type D, on fait l'échange des rangées inté- 
rieures, on obtient le type E ou carré conjugué par lignes 
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alternées (fig. S6 et B7); de même du type D' on déduit le 
type E? ou carré conjugué par colonnes alternées (fig. 88 
et 39). 

Fig. 37 (Type E). 





Fig. 


36, 




v 


AT 


^ 


do- 


■ 


dr 


àf 


'P 


d^ 


tp 


^ 


or 


en 


OAf 


dp. 


^ 




Fig. 38, • 



Fig. 39 (Type E'). 



<w 


àç 


ds 


cr 


dn 


e» 


a^ 


6p 


^ 


«*• 


br 


as 


âér 


ar 


qp. 


^ 





Enfin, si dans les types E et E' on échange les deux der- 
nières lignes, puis les deux dernières colonnes, on obtient 
le type F (fi^. 40 et 41) ou carré conjugué par lignes opposées^ 
et le type F conjugué par colonnes opposées (fig. 42 
et 43). 

Fij. 40. Fig. A4 (Type F). 



ap 


^ 


oa 


br 


er 


h» 


<u/ 


dp 


^ 


ep 


dr 


aa 


da 


ar' 


bp 


^ 
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Pig.49: 



Fig. iS. , . 



ap 


er 


*y 


ds 


ai 


d9 


• 

ar 


ép 


dr 


^ 


e» 


a4f 


^ 


os 


ap 


br 




En se reportant à la table d'addition et à toutes ses trans- 
formations, on obtient ce théorème : Les carrés à quartiers 
égaux se partagent également en neuf types distincts; en impo- 
sant à un élément quelconque une case déterminée^ le nombre des 
solutions pour chaque type est égal à 128. (A suivre.) 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. Gm de liongchamps* 

[Suite, voir p. 137.) 



- CHAPITRE VI 

LE TRACÉ DES CONIQUES (eXAMEN DE QUELQUES CAS PARTICULIERS) 

66. Considérations générales. — Nous nous propo- 
sons m^aintenant d'examiner plusieurs cas particuliers inté- 
ressants qui se rencontrent assez souvent, soit dans les pro- 
blèmes, dé" la géométrie ordinaire, soit aussi dans les épures de 
la«géométrie descriptive. Pour ce motif, ces problèmes divers 
méritent de fixer notre attention; mais, à ce propos, il est 
peut-être utile d'expliquer ici comment les solutions des 
problèmes de la géométrie descriptive peuvent, dans certains 
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cas, se trouver en contact avec les questions de géométrie 
pratique que nous développons dans ce livre. 

Pour mieux fixer les idées par un exemple simple, admet- 
tons qu'en cherchant la seption plane d'une Quadrique, des 
raisons de symétrie, ressortant immédiatement et naturelle- 
ment de la nature de la question traitée, nous aient permis 
de déterminer sans effort deux sommets À et B de la projec- 
tion. Pour fixer d'autres points de la courbe, et, ainsi, pré- 
ciser son tracé, nous pourrons opérer de deijx façons très 
différentes. 

Ou bien, serrant de plus près la solution indiquée par la 
géométrie descriptive, nous déterminerons successivement 
différents points* de la courbe, ce qui constitue la méthode 
naturelle dans le tracé d'une épure; ou bien, de la connais- 
sance des sommets A et B et de celle d'un troisième point 
quelconque G, nous déduirons la construction de la conique, 
point par point; par exemple, par le procédé que nous avons 
indiqué précédemment (§48). 

Si l'on ne veut pa§ admettre, en théorie du moins, l'in- 
troduction de constructions semblables dans les épures de 
la géométrie descriptive, on accordera pourtant que, dans la 
pratique, et grâce à leur extrême simplicité, elles peuvent 
servir de vérification utile aux résultats qui ont été obtenus 
par des tracés ordinairement plus compliqués. 

Quoi qu'il en soit, voici quelques problèmes relatifs au 
tracé des coniques et qui ressortent de la géométrie de la 
règle et de l'équerre, 

66. Problème I. — Construire une parabole cotmaissant 
Faxe A et deux points A. et B. 

Nous allons ramener ce problème à l'un de ceux que nous 
avons déjà traités (§ 51) en déterminant la position du som- 
met de la parabole en question. 

Supposons le problème résolu; le sommet S, les points A 
et B, leurs symétriques A', B' par rapport à A, et enfin le 
point qui est à l'infini dans la direction de A peuvent être 
considérés comme constituant un hexagone inscrit dans la 
parabole considérée. Sn appliquant à cet hexagone, comme 
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rindique la figure, la construction de Pascal, on détermine 
d'abord le point T, puis la droite TC qui est perpendiculaire 




Fig. 40, 

à A. Le point G une fois connu, on joint A'G et cette droite 
coupe A au point cherché S. 

Autrement. — On peut encore déterminer le point S, par des 

considérations plus élémentaires, comme nous allons le montrer. 

Des points A et B abaissons des perpendiculaires AP, BQ 

sur Taxe donné ; les droites AQ, BP 
se coupent en R, et nous allons dé- 
montrer que la parallèle à Taxe, me- 
née par R, rencontre la tangente au 
sommet, au même point que AB. 

La propriété fondamentale, entre 
Tordonnée et Tabscisse d'un point 
de la parabole, donne 

aP _ BQ^' _ (BQ— AP)(BQ+AP) 
SP "" SQ "~ PQ 

ou 




Fij. 4/. 



2 



f=i(B« + -)- 



(I) 



D'autre part, les triangles semblablesÂGM, BD A prouvent que 

BD _ AG _ AP — SM 

AD ~" CM — SP . * ^' 
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Les égalités (1) et (2) donnent, par comparaison, ' 
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ou 



ou enfin 



AP^ = (AP — SM)(AP + BQ), 
AP . BQ = SM(AP + BQ), 



SM '^ AP ^ BQ' 



D'ailleurs^ une propreté comme (§ 14)> appliquée au tra- 
pèze ABPQ, donne encore 

RH AP ^ BQ* 
On a donc 

SM = RH, 
et Ton peut ainsi, très simplement, déterminer : 1® le point M, 
2° le sommet S de la parabole, avec la règle et l'équerre. 

57. Rbbiàrqub. — Nous voulons encore faire observer que 
le paramètre de la parabole peut se trouver très simplement, 
comme nous allons l'indiquer. 

Soit I le milieu de AB ; projetons ce point, en U, sur Taxe 
donné; puis, en I, élevons une perpendiculaire à AB; cette 
dernière droite rencontre 
l'axe en V; UV repré- 
sente le paramètre p de la 
courbe. 

Cette propriété se voit 
rapidement par la consi- 
dération des diamètres et . , 
en s'appuyant sur le théo- ■ I i 
rème analogue à celui qui 
est relatif à la sous-nor- 




Fig, 42. 

maie. Mais la démonstration suivante est peut^tre plus 
directe et plus élémentaire. 
Soit S le sommet de la parabole, on a d'abord 

IP' = 2pSP et BQ^ = 2pSQ, 
d'oli l'on déduit 

(BQ ^ AP)(BQ + AP) = 2p . PQ. 
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Ayant mené ÂD parallèlement à Tazei cette égalité peut 
s'écrire 

BD .IU==/).AD. (1) 

Mais les triangles semblables ÂBD, lUV donnent 

è5 - ^ • (2) 

lU "" uv ^ ^ 

La comparaison des égalités (1) et (2) prouve que 

lJJ = p. 

il est remarquable que, dans les conditions données 
(deux points et Taxe), on puisse déterminer, avec la règle 
et réquerre, le sommet et le foyer de la courbe. En efiTet, 
la connaissance du point S et celle du paramètre dont la 
longueur est égale à UV, permettent de fixer la position 
du point Fy SF étant la moitié de UV. (A suivre.) 



ECOLE SPÉCIALE MILITAIRE 



(3 heures.) 

I. — On donne un angle droit XOY, un point A dont la distance à OY est 
a, et la distance OX h. Mener par ce point une sécante NAM telle que Ton 
ait aH* -i in* = K>. Discuter. 

II. — Quelles valeurs faut-il donner à x pour que la fonction 

4x* — 20X» 4- i8 

a* — bx^ + 4 
ait une valeur inférieure à 3. 

III. — Calculer les angles d'un triangle dont on donne les trois côtés. 

a = 3645,43 
6 = 4i56,28 
c = 5o47,56 



EXAMENS D'ADMISSION A L'ÉCOLE FORESTIÈRE 

(CONCOURS DE 1885) 



Démontrer le théorème qui donne l'expression de la somme des carrés de 
deux cjtés d'un triangle en fonction du troisième côté et de la médiane cor- 
respondante. 

En conclure une expression de la somme Âîï* + MB* + MC* où M est 
un point quelconque pris dans le plan du triangle ABC ; et faire voir que 
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dans ce plan, le lieu des poinis pour lesquels cette somme est égale à une 
constante donnée est un cercle k : condition de possibilité. 

Si l'on fait tourner le triangle ABC autour d'une parallèle DE au côté BG, 
telle que la distance BD soit égale à dy le volume engendré par le triangle 
est égal à sa surface multipliée par la circonférence décrite par le centre du 
cercle k. 



CONCOURS GÉNÉRAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

(1885) 



Mathématiques. 

On donne trois points 0, A, B, non en ligne droite. On porte sur les 
droites AO, BO, à partir des points A et B, et du même côté de AB. les 
longueurs AG, BD égales kh. Oh porte aussi sur les mêmes droites, mais de 
part et d'autre de AB des longueurs AG', BD' égales à h'. 

1» Démontrer que la perpendiculaire à GD en son milieu passe par un 
point fixe <>>, quand h yarie. Démontrer de même que la perpendiculaire à 
G'D' en son milieu passe par un point fixe (*>', quand h' varie. 

2" Gonstruire la droite GD, connaissant sa longueur. — Même question 
pour la droite G'D'. 

90 Démontrer qu'à une droite GD correspond une droite G'D', et une seule, 
parallèle à GD. Déterminer le système de ces deux droites parallèles de façon 
qu^elles soient égaies entre elles. 

4* On donne OA =. a, OB = 6, et l'on demande de calculer la valeur qu'il 
faut donner à l'angle AOB, pour que la distance des points ca et <*>', tels qu'ils 
ont été définis ci-dessus, soit égale à une longueur donnée l. Discuter le pro- 
blème. 



BACCALAURÉAT 



ACADÉMIE DE TOULOUSE 

Composition du 13 avril 1885 
(Composition unique). 

— Déterminer les valeurs de x qui satisfont à l'équalion 

sin 2a? -h cos 2X =z y/2 sin x. 

— Jour sidéral ; jour solaire vrai ; jour solaire moyen. 

— Énoncer les lois de la refraction. Indice de réfraction. Angle limite. 

— Quel est le poids de la vapeur d'eau, contenue dans i""" d'air dont Téta 

hygrométrique est —, la température étant 20». Oû sait que la tension maxi- 

ma de la vapeur d'eau à 20" = i7™/- et que la densité de la vapeur d'eau 
= 0,622. 
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Juillet 1885. 

— A qaelle hautear parvient un corps lancé verticalement de bas en haut 
avec une vitesse initiale V. Qaelle vitesse aura-t-il en revenant au point de départ? 

— Circonscrire, à un cercle donné de rayon R, un losange qui ait une 
surface données. On calculera le côté, les diagonales et les angles du losange. 
Minimum de la surface. 

Application numérique R = lo"» S = i hect. Calculer à o",! près le côté 
et les diagonales. 

— Énoncer les lois de la réfraction de la lumière. 

— Définir et calculer l'angle limite. 

— Mesure de la pression d'un gaz. Si la pression d'un gaz est de 2,700"/"' 
de mercure, quelle est sa valeur en kilogrammes par centimètre carré. 



LILLE 

SESSION D'AVRIL 1885. 

4" série. I. — Trouver : !<> le volume du tétraèdre régulier ayant i" de 
côté; 2* la position du centre de gravité; d^ l'angle que font entre elles les 
droites qui joignent ce point à deux sommets consécutifs. 

II. — On laisse tomber un corps pesant du haut d'une tour. Dans la dernière 
seconde, le corps parcourt la moitié de la hauteur. On demande cette hauteur 
et la durée de la chute. 

«• série, I. — Un tas de sable a pour bases inférieure et supérieure 
deux rectangles horizontaux et ses quatre faces sont inclinées de 3oo sur 
l'horizon; on demande son volume, sachant que la base supérieure a 2" de 
longueur et i*» de largeur. (On exprimera le volume en fonction de la hauteur.) 

II. — TTn corps disposé sur un plan horizontal est heurté par un autre 
qui lui communique une vitesse de 5 mètres par seconde. Quel chemin par- 
courra-t-il avant de s'arrêter, sachant qu'il pèse 3 kilog. et que le frottement 
du plan contre lui est de i kilog. — On prendra g = 9,809. 

5" série, I. — Sachant que la résultante de deux forces appliquées en un 
point est dirigée suivant la diagonale du parallélogramme construit sur ces 
forces, démontrer que son intensité est représentée par cette même torce. 
Établir les rapports qui existent entre la résultante et les composantes. 
II. — Résoudre le système des deux équations : 

X sin y = 0,92646 
X cos y = 3,2801, 
X étant un nombre positif et y un angle que l'on veut calculer à une seconde 
près. 

CAEN 

SESSION DE JUILLET 1885 

On considère une fraction de la forme : 

X — a 



X- — 2X — 3 



dans laquelle a désigne une quantité constante et x une variable. Déterminer 
a de façon que la fraction ait une valeur minimum pour x = 2, 
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Démontrer que pour que les deux côtés d'un angle droit se projettent 
suivant deux droites perpendiculaires, il faut et il suffit que l'un des côtés de 
l'angle considéré soit parallèle au plan de projection. 



AGREGATION 



Mathématiques élémentaires. 

Soit un triangle ABC, et soient B| et C| les points de rencontre des côtés 
AG et AB avec les bissectrices des angles B et G du triangle; soient de 
même B3 et Gj les points de rencontre des mêmes côtés avec les bissectrices 
des angles extérieurs au triangle, qui ont B et G pour sommets. 

1* Galculer les angles B et G, connaissant le côté a, l'angle opposé A, 
et le produit ma^ des longueurs BB^, GGi des bissectrices intérieures. 

t* Résoudre la même question en supposant que ma^ est le produit des 
longueurs BBj, GG2 des bissectrices extérieures. 

Discuter les deux problèmes, et, pour le second, indiquer, dans les différents 
cas qui peuvent se présenter, les positions des points Bj et Gj par rapport 
au côté BG. 



ECOLE MUNICIPALE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE 

GONCOURS D'ADMISSION 1885. 



Composition de Mathématiques. 

1* Propriétés des proportions. 

2* Trouver les valeurs de x^ de y et de js qui satisfont aux équations 

3a; -f 171/ = 92 + 14,8. 
']x -f cjî; = 5js -f i5,2. 
I IX = 5z^ — 34,7. 

3" On donne le côté a, d'un triangle équil.itéral. On demande de calculer le 
rayon R du cercle circonscrit et le rayon r, du cercle inscrit. 

Dans le cercle inscrit on inscrit un triangle cquiiatéral. Galculer le côté aj 
de ce triangle. 

Dans ce triangle on inscrit un cercle. Galculer le rayon r, de ce cercle. Dans 
ce cercle on inscrit un nouveau triaogle équilatéral dont le côté est a^. 

On demande de calculer : 

!• La somme Ti + rj + ^3 + • • -h ^n des rayons des cercles inscrits. 

î" La somme a, + 02 + 03 + ... -\- an des côtés des triangles équilaté- 
raux. 

3' La somme des surfiices des cercles. 

A** La somme des surfaces des triangles. 

5* On fait tourner chaque triangle autour d'une de ses hauteurs. Trouver la 
somme des volumes engendrés. 
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QUESTION 26 

isolation par M. E. Vigarié, élève au Lycée de Toulouse. 



Un qtiadrilatère étant donné, on propose de construire un second 
quadrilatère dont les côtés soient respectivement parallèles aux 
côtés du premier, également distants de ceux-ci, et tels que l'aire 
comprise entre les périmètres des deux polygones soit équiva- 
lente à un carré donné. 

Soit ABCD le quadrilatère donné, A:B'G'D' le quadrilatère 
cherché et x la distance des côtés correspondants. Nous 
distinguerons deux cas. 

1® Le quadrilatère A'B'G'D' est plus grand que le quadri- 
latère ABCD. Menons AA', BB', GG^ DD'. Ges droites qui 
sont les bissectrices des angles dont elles joignent les som- 
mets se coupent deux à deux en G, H, I, K. Des points 
A' et B' abaissons A'E, BT perpendiculaires sur AB. La sur- 
face donnée m*, différence des deux quadrilatères, est égale 
à la somme des aires des quatre trapèzes BGG'B', ABB'A', 
GDG'D', DAA'D'. Or, on a 

ATI 4- A 'R' T 

surf. ABB'A' == ^ x = AB . a; + (AE + BF) -. 



Mais: 
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A 
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AE = X cotg — , 

2 

B 

BF = CD cotg -, 



Donc : 



surf. ABB'A' = AB . œ + (cotg - + cotg-) — . 



-.0 




On aurait, de même, 

surf, BCG'B' = BG . ce + (cotg ^ + cotg 5\ ^, 

surf. CDD'G' = CD . ce +(cotg - + cotg 5) Ç, 

surf. DAAD' = DA . cc+ (cotg - + cotg 5\ ^'. 

D*où, en faisant la somme, en désignant par 2p le péri- 
mètre de ABGD et par S la somme des cotangentes des demi- 
angles on a : 

m* = 2paî -f" S^S 



ou 



Sec* 4- ^P^ Œ w* = o. 
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Pour que les racines de cette équation soient réelles, il 
faut que Ton ait : 

p« 4- m« S >o. 

Or S est la somme de cotangentes positives, par conséquent 
la condition de réalité est toujours vérifiée. La somme et 
le produit des racines sont négatifs, par suite les deux ra- 
cines sont de signes contraires et la négative est la plus 
grande en valeur absolue. Si nous convenons de considérer 
comme positives les longueurs comptées à partir du péri- 
mètre de ABGD et extérieurement, et comme négatives les 
longueurs portées en sens contraire, la solution positive 
donnera le quadrilatère A'B'G'D' et la solution négative le 
quadrilatère k"B'D'G\ 

Si les deux quadrilatères ABGD, A'B'G'D' se coupaient, 
ce ne serait plus Taire comprise entre leurs périmètres qui 
serait égale à m* mais Taire des quatre trapèzes que nous 
avons considérés. Or ces trapèzes sont concaves, par suite, 
pour qu'on puisse leur appliquer les formules des trapèzes 
convexes, il faudra faire une nouvelle conventioi : ou tien 
considérer une base dirigée dans un sens comme positive 
et celle qui sera dirigée en sens contraire comme négative, 
ou bien en considérant les hauteurs, supposer t[ue les hau- 
teurs telles que GM sont le sens positif, tandis que celles 
telles que GN sont le sens négatif. Ghacun des trapèzes 
sera donc formé d'une partie positive et d'une partie néga- 
tive. Nous allons montrer qu'à Taide de ces conventions, 
la somme des aires des quatre trapèzes est toujours égale 
à la différence des aires des deux quadrilatères. On a en effet : 

ABB^'A'' = A^'B^'G — ABG 
BGB'G'' = B"G"H — BGH 
GDD"G'' = G^B'^I — GDI 
DAA^D' = A'D^K — ADK 

En faisant la somme il vient: 
ABB'A' + BGB'G" + GDD^G" + DAA'D^ r= (A'B'GTr -f- GHIK) 
— (ABGD + GHIK) = A'BT^D" — ABGD = m\ 

2^ Le quadrilatère A'B'G'D' est plus petit que le quadri- 
latère ABGD. La mise en équation dans ce second cas ne 
différera de la précédente qu'en ce que 
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A;b; = AB — (AE + BF) 

au lieu de 

A'B'=AB + {AE + BF). 

Il suffira donc de chaDger S en — S; l'équation sera donc : 

. **'**' — Sa?* -{- 2px — m* = o. 

La condition de réalité des racines est 

p* — m*S > o 
ou 

La somme et le produit des racines étant positifs, les racines 
sont toutes deux positives. La première solution est évidente, 
c'est le quadrilatère A'^B^GiD^. La secsnde solution est le 
quadrilatère A^BjC^Di obtenu en faisant des ccnventions 
inverses de celles du premier cas. Les trapèzes considérés 
seront encore formés d'une partie positive et d'une partie 
négative; ainsi, dans le trapèze ABB'/A'i, la partie ABG- est 
positive tandis que la partie A'/BJ'G est négative, car GN est 
positive et GM négative. 

En résumé, on voit que le problème admet, en général, 
quatre solutions fournies par les racines de l'équation : 

± Sec* 4~ ^P^ — m* = o. * 

On construira facilement ces racines. ^. 

•f * 

TioTA. — La même question a été traitée par MM. Camille Maillard, élève 
au collège de Beauvais; Giat, au lycée de Moulins. 

Ce problème a été résolu par Newton dans un cas particulier. Voici com- 
ment la question est énoncée dans l'Arithmétique universelle: 

On donne un réservoir, on veut le border d'un trottoir aywnt partout la 
même largeur et dont la surface totale est donnée» 

Newton a traité et discuté le cas où le réservoir a la forme d'un trapèze. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



188. — : Démontrer que le point réciproque de Fortho- 
centre d*un triangle est le point de Lemoine du triangle 
formé en menant par les sommets des parallèles aux côtés 
opposés. (E. Vigarié.) 
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189. — Soient o, 6, a', h' quatre points en ligne droite ; 
trouver un point I sachant que les angles aI6, a'IU sont 
égaux. (Examens oraux de Saint-Cyr, 4884.) 

190. — Calculer le sinus de 333^ - -A^17 

(Examens oraux de VÉcole polytechnique^ 4885.) 

191. — On considère un carré ABGD et une droite quel- 
conque A, dans son plan ; des points ABGD on abaisse des 
perpendiculaires AA', BB", GG', DD' sur A. 

En désignant par A et C deux sommets opposés, démon- 
trer que 

BB'^ -I- 55^ — 2AA' . BB^ 
est une quantité constante, quelle que soit la position de A. 

Déduire de cette remarque une application relative à Ten- 
•veloppe des droites qui jouissent de la propriété que la 
somme des carrés des distances de Tune d'elles à deux points 
fixes, soit constante. (Ed. Bordage.) 

192. — Un segment de droite AB contenu dans Tangle 
XOY est tel que la parallèle OZ menée par le point à la 
droite AB est située dans Tangle XOY. Soient a, a^ et a les 
prM^ctions orthogonales de A respectivement sur OX, OY 
et 0Z ; 6, bi et p les projections orthogonales de B sur les 
mêi^fe axes. Si Ton désigne par S la surface de celui des 
trapèzes Aa6B et Aa^b^B qui est coupé par la droite CfZ, 
par S' la surface de l'autre trapèze, et par d la surface du 
rectangle AapB, démontrer que Ton a S = S' -f- <y« 

\i^^ (D'Ocagne.) 

193. — Soient ABG * un triangle, le centre du cercle 
circonscrit et H Torthocentre. Démontrer que les cercles des 
neuf points des trois triangles AOH, BHO, GHO se coupent 
aux deux mêmes points. (G. Boubals.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 
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MONOGRAPHIE DE LA SYMÉDIANE 

Par M. Maurice d'Ocag^ne, ingénieur des Ponts et Chaussées. 

[Suite, voir p. 173.) 



Nous divisons cette monographie en trois sections : 
Propriétés fondamentales. — Propriétés diverses. — Ap- 
plication à rétude de quelques courbes. * 

« 

I. — Propriétés fondamentales (*). 

DéJEinition. — La symédiane est la droite symétrique 
de la médiane d'un triangle par rapport à la bissectrice issue 
du même sommet. 

Conventions. — Dans tout ce qui suit, et pour éviter 
les longueurs de langage, nous convenons de raisonner sur 
un triangle ABC, et de considérer toujours la symédiane issue 
du sommet A; lorsque nous dirons, sans rien ajouter, les 
sommets, les côtés, le cercle circonscrit, etc., il s'agira de 
ces éléments pris dans le triangle ABC; de même, la hauteur, 
la médiane, la bissctrice, etc., désigneront ces éléments en 
tant que relatifs au sommet A. 

Propriété 1. — Si Ton porte sur le côté AB la longueur 
AC égale à AG, et sur le côté AG la longueur AB' égale à 
AB, la symédiane passe parle milieu deB'G'. 

2. — Les distances d'un point de la symédiane aux côtés 
adjacents sont proportionnelles aux longueurs de ces côtés. 

3. — Les trois symédianes concourent en un même point 
dont les distances aux trois côtés sont proportionnelles aux 
longueurs de ces côtés. 

Ce point est le point de Lemoine. 

4. — Les segments déterminés par une symédiane sur le 



(*) Les propriétés 1, 2, 3, 4, 5 ont été .rencontrées dans des recherches 
diverses par plusieurs géomètres. 
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côté opposé sont proportionnels aux carrés des côtés adja- 
cents. 

5. — Dans le triangle rectangle, la symédiane issue du 
sommet de Tangle droit se confond avec la hauteur. 

6. — La perpendiculaire élevée à la base BG parle pied 
S de la symédiane AS, rencontrant aux points B' et G' les 
perpendiculaires élevées à AB et à AG par les points B et G, 

BB' ÂB^ 



on a 



GG' AG^* 

7, — La symédiane est conjuguée harmonique de la tan- 
gente au cercle circonscrit menée par le sommet, par rapport 
aux deux côtés adjacents. 



V. 



IL — Propriétés diverses, 

8. — Les antipalrallèles, issues de A, de la symédiane par 
rapport aux angles ABG et AGB coupant le côté BG aux 
points I et K, on a BI = GK. ^ ^ 

On peut rémarquer en outre que ÎAE; = tc — BAG. 

9. — On prolonge le côté AB d'une longueur égale AB'; 
en B' et en G on élève respectivement à AB et AG des per- 
pendiculaires qui se coupent en I ; AI est perpendiculaire à 
la symédiane. 

10. Les trois symédianes passent respectivement par 

les trois sommets du triangle formé par les côtés extérieurs 
des carrés construits sur les côtés du triangle donné. 

11^ Du milieu M de BG on abaisse les perpendiculaires 

MP et MQ sur AB et AG. La droite PQ qui joint les pieds 
de ces perpendiculaires est perpendiculaire sur la symédiane. 

12. — AM étant médiane du triangle ABG, on prend un 
point P tel que PBA = HAB et ^GA = MAC. Le point P 
est sur la symédiane. 

13. — Les trois symédianes passent respectivenxent par 
les points de rencontre des tangentes au cercle circonscrit 
menées par les sommets. 
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14. — Les points H et K étant les pieds des perpendi- 
culaires abaissées des sommets B et G sur la bissectrice, 
la parallèle à AB menée par le point H et la parallèle à AG 
menée par le point K se coupent sur la symédiane. 

15. — Les parallèles menées par A respectivement aux 
tangentes au cercle circonscrit en B et G coupent BG en H 
et en L La parallèle menée par H à AB et la parallèle menée 
par l à BG se coupent sur la symédiane. 

16- — AH, BHi, GH, étant les trois hauteurs, on abaisse 
w du point H les perpendiculaires HP et HQ sur les côtés 

AB et AG, et des points H^ et H, les perpendiculaires H^S 
et H,R sur BG. Les droites PR et QS se coupent sur la symé- 
diane. 

17. — Par les sommets A et B on éleva des perpendicu- 
laires au côté AB, par les sommets A et G des perpendicu- 
laires au côté AG. Ges quatre droites forment un parallélo- 
gramme dont une diagonale passe par le point A. L'autre 
diagonale : 1® est perpendiculaire à la symédiane, ^ coupe le 
côté BG au même point que la tangente au cercle circonscrit 
menée par le point A. 

18. — Le cercle qui passe par les sommets A et B et dont 
la tangente en B est parallèle à la symédiane, et le cercle 
qui passe par les sommets A et G et dont la tangente en G 
est parallèle à la symédiane, se coupent sur la médiane. 

19. — Le cercle qui passe par le sommet B et qui est 
tangent en A à AG, et le cercle qui passe par le sommet G 
et qui est tangent en A à AB, se coupent sur la symédiane 
et ce point de rencontre est le milieu du segment de la 
symédiane compris entre le sommet et le point de ren- 
contre V avec le cercle circonscrit. 

20. Ge dernier point de rencontre V est le centre 

harmonique des sommets B et G par rapport au sommet A. 
Les tangentes au cercle circonscrit en A et en V se coupent 
BurBG. 



^ 
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III. — Application à Vélude de quelques courbes. 

21. — La droite qui joint le point de concours de deux 
tangentes à une parabole au foyer de cette parabole est 
symédiane du triangle formé par les deux tangentes et la 
corde de contact. 

. De là on déduit diverses propriétés de la parabole. Ainsi, 
par application des théorèmes 2 et 4, on a : 

Si d'un point A on mène les tangentes AB et AG à une 
parabole de foyer F, B et G étant les points de contact de 
ces tangentes : 1® les distances du point F aux tangentes AB 
et AC sont proportionnelles aux longueurs de ces tangentes ; 
2® les distances du point F aux points B et G sont propor- 
tionnelles aux carrés des longueurs des tangentes corres- 
pondantes. 

Par application des théorèmes 7, 17 et 21, on arrive 
aussi à la propriété suivante ; 

Si par le point A, d'oîi sont issues les tangentes AB et AG, 
on mène des parallèles aux normales à la parabole en B et G, 
ces droites forment avec ces normales un parallélogramme 
dont une diagonale ne passe pas par le point A. La projec- 
tion du point A sur cette diagonale coïncide avec le foyer 
de la parabole (*)- 

22. — Si une corde AB variable dans une conique est 
telle que les tangentes AT et BT à ses extrémités fassent 
entre elles un angle constant, le point où cette corde touche 
son enveloppe est à sa rencontre avec la symédiane issue 
de T dans le triangle ATB. 

Ge théorème rapproché du théorème 21 montre que : Les 
droites qui joignent les points d'une hyperbole H isop tique (**) 
d'une parabole P, aux points correspondants de la polaire 
réciproque de H par rapport à P, passent toutes par le 
foyer de P. 

Gette propriété est un cas très particulier d'un théorème 



(*) Nous avons utilisé ce théorème dans MathésiSj t. V, p. 26. 

(**) Les Géomètres anglais appellent courbe isoptique d'une courbe C, le 
lieu du sommet d'un angle constant circonscrit à G. 
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que nous avons communiqué à la Société mathématique 
(Séance du 17 juin 1888). 

23. — Si une corde AB, variable dans une conique, est 
vue du centre de cette conique sous un angle constant, 
le point où cette corde touche son enveloppe est à sa ren- 
contre avec la symédiane issue de dans le triangle OAB. 

Ce théorème est une conséquence d'un théorème général 
que nous avons donné dans les Nouvelles Annales (3® série, 
t. II, p. 256) et rappelé dans le Journal de Mathémaliques spé- 
ciales (9® année, p. IS). On en déduit, lorsque Tangle AOB 
est droit, et en s'appuyant sur le théorème 5, que Tenve- 
loppe est alors un cercle, résultat connu. 

24. — La droite qui joint le centre d'une conique au pôle 
d'une droite par rapport à cette conique est symédiane du 
triangle formé par cette droite avec les diamètres conjugués 
égaux de la conique. 

25. — Si les tangentes à une conique en A et en B se 
coupent en T, et que a et 6 soient les projections sur AB 
des centres de courbure relatifs aux points A et B, la paral- 
lèle à AT menée par a et la parallèle à BT menée par h se 
coupent sur la symédiane issue de T dans le triangle ATB. 

26. — La normale à la lemniscate est symédiane du 
triangle formé par les rayons vecteurs et Taxe polaire. 

Ce théorème rapproché du théorème 5 montre que : Les 
points de la lemniscate où la tangente est parallèle à Taxe 
polaire sont sur la circonférence décrite sur la ligne des 
pôles comme diamètre. 

27. — Dans la spirale d'Archimède, si, par le point d'in- 
tersection du rayon vecteur et de la parallèle à la tangente, 
menée par l'extrémité de la sous-normale, on tire la symé 
diane du triangle formé par ces droites avec la normale, on 
obtient, par la rencontre avec cette normale, le centre de cour- 
bure correspondant. 



198 JOURNAL DE HATHÉMATIQUES ÉLÉIIENTÀIBES 

EXERCICES DIVERS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Par Emile* liemoine» ancien élève de i'Ëcole Polytechnique. 

[Suitej voir p. 125.) 



XLVIII 



ConsU*uire un triangle kRG connaissant la somme b + c = m 
des deux côtés AB et AC, la différence des angles ABC — ACB 
= letle côté BG = a. 

Supposons le problème résolu : soit ABC le triangle cher- 
ché; par le milieu de CB je mène une perpendiculaire à CB 
qui coupe G A en I et je joins BL 

Construisons dans le triangle AIB le cercle ex-inscrit qui 
est tangent à lA et au prolongement des deux autres côtés; 
soit K le point de contact de ce cercle avec AB prolongé ; 
soit le centre de ce cercle. 

BK est égal au demi-périmètre du triangle lAB. Ainsi 

g^ ^ AB_+AJJ-j[B 

2 

mais IB = IG, donc 

^__ AB + AG m 

2 2 

est sur la perpendiculaire menée à BG par son milieu, 
puisque cette perpendiculaire est la bissectrice de l'angle 
BIG, donc on a OB = OG. 

De la résulte 'a construction suivante : 

m 

Je fais un angle KBI = X; je prends sur un côte EK = — ; 

* 
la bissectrice de Tangle KBI coupe en la perpendiculaire 

à KB menée en K; de comme centre avec OB pour rayon 
je décris un cercle qui coupe en deux points G et G^ le cer- 
cle décrit de B comme centre avec BG = a pour rayon. Je 
joins B et G, la perpendiculaire menée au milieu de BG 
coupe BI en I, je joins GI qui coupe BK en A. On ferait 
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avec Cl une construction analogue qui donnerait un triangio 
AiBG|; il y a donc deux solutions si les cercles se coupent; 
une, s'ils sont tangents; point, s'ils ne se coupent pas. 
La condition de possibilité du problème peut s'écrire : 

m 

a < r. 

cos - 

2 

Les deux solutions ABC, AiBC, correspondent à deux 
triangles égaux ; seulement, l'angle B^ égale l'angle G et l'angle 
Cl égale l'angle B. 

XLIX 

Construive un triangle œnnaissant un angle CAB, la somme 
des deux côtés AC + AB = b + c = m qui comprennent cet 
angle et la hauteur AI = h abaissée Ae A sur BC. 

Supposons le problème résolu ; soit ABC le triangle cherché ; 
soit C un point pris sur BA au delà de A dans le sens BA; 
soit D l'intersection de la bissectrice de l'angle G'AG avec la 
perpendiculaire à AG menée en G ; soit H le pied de la per- 
pendiculaire abaissée de D sur BC. 

Les deux triangles AIG, GHD sont semblables, ils donnent: 

GH __CD 

AI "" GA' 
d'où, 

GH=^.AI; 
AG 

CD 

or le rapport ^^ est connu, car dans le triangle ACD rectangle 

en G on connaît aussi l'angle DAG =. , donc CH est 

2 

connu. Gela posé, décrivons de D comme centre avec DG pour 
rayon une circonférence, elle est tangente à BA en G et 
coupe BC en un second point T ; on a 

BG^^ = BC.BT, 
ou 

B(r^ = BG(BG+ GT); 
mais 

BC' = AB + AC' = AB + AG = m. 
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donc 

m* = BC .(BG+GT), 
mais CT = 2GH est connu. 

On connaît donc le produit m' des deux lignes BG et BT et 
leur différence GT, elles peuvent se construire et le problème 
s'achève sans difficulté. 

Pour traiter la question par le calcul nous aurions à 
résoudre par rapport à a, 6, c les trois équations : 

6 + c = m 

ah =r bc sin A 

a' = 6" + c* — 26c cos A; 
leur résolution et la discussion des valeurs trouvées est un 
bon exercice que nous proposons aux élèves avec les ques- 
tions suivantes : 

Construire un triangle ABG et calculer ses éléments connais- 
sant un angle A, la bissectrice de cet angle et la somme des deux 
autres côtés. 

Construire un triangle ABG et calculer ses éléments connais- 
sant la base BG, la médiane et la bissectrice partant de A. 

Construire un triangle ABG et calculer ses éléments connais- 
sant un angle GAB, la différence AG — AB des deux côtés qui 
comprennent cet angle et la hauteur abaissée de A sur BG. 

La solution de ce dernier problème est tout à fait ana- 
logue à celle que nous venons de développer lorsque la 
somme AG -f- -^ ^st donnée, le point D est alors sur la bis- 
ectrice de l'angle intérieur BAG au lieu d'être sur celle de 
Tangle extérieur. 

Étant donné un cercle et une corde fixe AB, prenons un point 
G mobile sur ce cercle, appelons x, y, z, les hauteurs abaissées 
respectivement de A, B, G sur les trois côtés et x', y', z les 
médianes partant de A, B, G. 

Déterminer G de façon que Vune des quantités 

xy, yz, x« + yS x« + y» + z\ y'» + z'«, z'* + y'« ± x'«. 

soit maximum. 

(A suivre. ) 
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VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA. GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. €}• de Eiongchamps. 

{Suite, voir p. 180.) 



58. Problôme II. — Proposons-nous maintenant de 
construire, point par point, une parabole circonscrite à un 
trapèze donné. Le problème qui consiste à faire passer une 




Fig. 43. 

parabole par quatre points est, en général, un problème du 
second degré; il comporte deux solutions et, par ce fait 
même, ressort de la géométrie du compas. Mais on peut 
observer qu'il s'abaisse au premier degré dans le cas parti- 
culier qui va nous occuper; la cause en est que les bases 
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du trapèze proposé constituent une parabole singulière pas- 
sant par les points donnés; il n*y a donc plus qu'une. seule 
parabole circonscrite à ce trapèze, et nous allons montrer 
comment on peut la construire, point par point, en faisant 
usage uniquement d'une règle et d'une équerre. 

La propriété que nous avons établie plus haut (§ 56) ne 
s'applique pas seulement à l'axe et à la tangente au sommet 
de la parabole; elle est encore vérifiée pour un diamètre 
quelconque et pour la tangente à l'extrémité de. ce diamètre; 
la démonstration même que nous avons donnée prouve le l'ait 
que nous avançons, puisqu'elle n'exige, en aucune façon, que 

les triangles consi- 
dérés soient rec- 
tangles, mais seu- 
lement semblables. 
D'après cela, soit 
ABGD le trapèze 
proposé; les points 
E, G déterminent le 
diamètre ox conju- 
gué des cordes AG 
et BD. D'autre part, 
des points connus P 
et Q, on déduit H. 
En menant par H 
une parallèle à ox 
jusqu'à sa rencontre 




Fig. 44. 



en K avec AB, le point K, d'après la propriété rappelée, 
appartient à la tangente à l'extrémité du diamètre EG. Fina- 
lement, on a donc cette tangente en traçant, par K, une 
parallèle aux bases du trapèze. 

Il nous reste à montrer comment on peut, dans ces con- 
ditions, tracer la parabole point par point (*). 

Les données que nous nous accordons sont : 1® un dia- 
mètre ox; 2® la tangente oy à l'extrémité de ce diamètre; 



(*) Pour éviter des répétitions continuelles, il sera toujours sous-entendu 
que le tracé visé doit être effectué avec la règle et Téquerre. 
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3® enfin, un point A. Par A, traçons deux transversales 
arbitraires, qui rencontrent : Fune oy, au point G ; Tautre oa?, 
au point G'. Menons ensuite GD parallèlement à ox, jusqu'à 
sa rencontre avec AG', au point D ; enfin complétons la con- 
struction, comme Tindique la figure; le point B, ainsi obtenu, 
représente le second point d'intersection de la transversale 
AG avec la parabole. 
En effet, nous avons (§ 14) 



et, par suite, 



— = — + — 
DK HG' ^ AP' 



— = — + — 
OG BQ ^ AP • 




Ainsi, B est bien le second point d'intersection de AB avec 
la parabole qui correspond aux données énoncées plus haut. 

59. Remarque. — Si Ton donne le sommet S, Taxe A 
et un point A d'une para- 
bole P, le foyer de cette 
courbe peut s'obtenir par 
la construction que nous 
allons indiquer. 

Abaissons AP perpendi- 
culaire sur A et prenons 
ST = PS ; AT est la tan- 
ffente en A à P. Sur AT 
construisons un rectangle ^' ' 

ATBN, la diagonale AB coupe A en un point F qui 
foyer de la courbe. 

En effet, nous avons 

SF -f TS = FP + PN, 
et 

FP = SP — SF. 

Si nous ajoutons ces deux égalités, puis si nous observons que 

TS = SP, et que la sous-normale PN est égale à jo, nous 

obtenons l'égalité 

2SF = p, 

laquelle prouve bien que F est le foyer de P. 

(A suivre.) 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. d'Ocagnk, ingénieur. 



... J'ai appris dernièrement, par M. Laisant, que vous avez 
publié une note d'un de vos correspondants qui résout un 
problème dont j'ai moi-même, il y a quelques années, donné 
une solution dans les Nouvelles Annales. 

Il s'agit de mener par le sommet d'un triangle une droite 
qui divise le côté opposé proportionnellement aux puissances 
n®* des côtés adjacents. 
Or, le hasard me fait découvrir dans les Nouvelles Annales 

(\'^ série, t. XV, 18S6, p. 218) une 
élégante construction de M. Poudra 
qui résout le problème. Je m'em- 
presse de vous communiquer cette 
solution essentiellement différente de 
la mienne. 

Désignons d'une manière générale 
par On le point BG tel que 

De cette façon, ao sera le milieu de 
BC, ai le pied de la bissectrice, aj le 
pied de la symédiane, etc. 
Supposons qu'on fasse tourner la 
droite BG d'un angle quelconque autour du point B. G vien- 
dra en G', ao en ao, a^ en ai, aj en a2, 'a_i en aLi.. . . . 

Les droites GG^ a^ai, aia2, a^aâ, an_ian, ainsi que a_iaj, 

a_2ai> concourent en un même point S. Ge curieux théo- 
rème est facile à démontrer. Il donne la construction cher- 
chée. En effet, on sait construire a^ et a^, et, par suite ai. 
On prend le point de rencontre S de aoaj avec GG' ; ce point 
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permet de construire de proche en proche toute la série des 
points considérés. 

Mais en cherchant à démontrer le théorème de M. Poudra 
je me suis aperçu que ce n'était là qu'un cas particulier d'un 
théorème général dont un autre cas particulier me semble 
plus remarquable. Vous allez en juger. 



AB" c" 

-TTT OU 7—. 

AG" b"» 



Théorème général. — Soit, d'une manière générale an 
le point qui divise BG proportionnellement aux puissances n®^ des 
côtés adjacents, c'est-à-dire tel que 

Bon 

anG ^ 

Par le sommet B menons une droite quelconque BC et par 
tous les points a^ des parallèles 

an a/ à QG, le point an' étant a 

sur BG'. Toutes les droites telles 
que anan'+i coupent GG au même 
point S. ^ ^ \b 

En effet, le théorème des ^ 
transversales appliqué au trian- 
gle BGG' donne 

ttuD , a« ^.iG . oG 

anG . «n +lB . SG 

d'où 

SG __ £ 

SG' ■" 6 ' 
ce qui démontre le théorème. 

On voit qu'on pourrait encore généraliser en prenant les 
droites telles que a„an'+i, parce qu'alors on aurait 

SG _ c^ 
SG' "" 6i ' 
et le point S serait encore fixe ; mais au point de vue de la 
construction cherchée cela serait sans intérêt. 
Nous pouvons maintenant supposer que la droite BG' 
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coïncide avec BA. Alors nous obtenons sur AC le point S 
tel que 

se _£ 

SA "" 6' 
D'après la définition même 
du point S, on voit qu'on le 
construira en menant par le 
pied tti de la bissectrice issue 
de A une parallèle a^a/èAG 
et joignant le point a^' au 
milieu a^ de BG. 

Tirant Sa^ qui coupe AB 
en ttj' et menant a/aj pa- 
rallèle à AG, on obtient le 
pied ttj de la symédiane, 
etc., etc. Cette construction 
est peut-être plus frappante 




que celle 



Fig. 5. 

de M. Poudra. 



Nota. — La solution que M. Boubals a donnée dans ce journal [année 
courante, p. 31) peut être considérée comme une conséquence particulière 
du principe général observé ci-dessus par M. d'Ocagne. La disposition adoptée 
par M. Boubals place le point fixe S au sommet même du triangle, au point A. 

Au point de vue pratique, les arcs de cercle de la fig. 4 devraient être 
évidemment supprimés et remplacés par des parallèles à CC. G. L. 



ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPECIAL 

CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1885. 



Section des sciences mathématiques. 
Compositions des 54, 25 et 27 juiUet. 

Algèbre et Trigonométrie. — Dans un triangle AOB, oo donne les 
deux côtés de l'angle droit, OA =. a, OB = 6, ainsi qu'un point H situé sur 
le côté OB oa sur son prolongement. Trouver sur la droite indéfinie OA 
un point C tel que le triangle ACD, obtenu en joignant les points C et H, 
ait une surface égale à la moitié de celle du triangle AOB. 

Résoudre le triangle ACO dans le cas où les segments OH et OB étant de 
même sens, le premier est triple du second. Effectuer numériquement cette 
résolution en supposant : 

= 3™, &=:4"'. 
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Géométrie descriptive. — Une hélice est tracée sur un cylindre 
circulaire droit, à axe vertical. 

Construire l'ombre portée obliquement par cHte courbe sur le pian hori- 
zontal (rayons parallèles). 

On fera l'épure, à main levée, dans le cas le plus simple. 

Mécanique. — Un corps solide homogène, de densité i.S, a la forme 
d'un cylindre droit, dont le rayon est R et la hauteur o'",43 On fixe les deux 
extrémités d'une arête, et en faisant exécuter au solide de petites oscillations 
autour de cette droite, l'écart initial étant 6*, et la vitesse initiale nulle. 

1* Calculer je moment dMnertie relatif à l'axe de suspension ; 

S*" Déterminer le rayon R de manière que le solide exécute deux oscillations 
par seconde; 

3* Quelle est, dans ces conditions, la force vive du solide au moment où 
il passe par sa position d'équilibre? 

4"" Trouver les axes de suspension, parallèles au précédent, qui donneraient 
la même durée pour l'oscillation. 



ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPÉCIAL 

(CERTIFICAT D'ÉTUDES) 



CHARENTE-INFÉRIEURE 

Session unique (juillet 1885). 

Mathématiques. — Un cône droit, 2'',3i de rayon, et de hauteur 

son sommet au-dessous de sa base; on laisse tomber dans ce cône une 
phère de i'",5o de rayon. On demande : 

1* De calculer le rayon de la circonférence de tangence; 

2" De calculer le volume du petit cône qui se trouve au-dessous de la 
sphère; 

3** De démontrer que si, à partir de la sphère en question et au-dessous, 
on inscrit dans le cône des sphères tangentes entre elles, les rayons de toutes 
ces sphères sont en progression géométrique. 



ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPECIAL 

(BACCALAURÉAT) 



POITIERS 

Session de juillet 1885. 
Première Série. 



Mathématiques. — 1' Droite et plans perpendiculaires. 
2« Application des logarithmes aux annuités. 
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Deuxiâme SéRIE. 

Hathématîqnes. — !• Décomposer le trinôme x^ + pa; -f ç en deux 
facteurs du .premier degré. 

2* Déterminer la surfece engendrée par une ligae polygonale régulière 
tournant autour d'une ligne droite située dans son plan, et passant par son 
centre. 



BAGCÂLAURÉA.T ES SCIENCES COMPLET 



Examens de juillet 1 885. 

RENNES 

!• Trouver une formule à l'aide de laquelle on puisse calculer avec une 
approximation déterminée le rayon d'une circonférence de longueur donnée. 

2« Étant donnée une circonférence de rayon R et un diamètre fixe XX' on 
fait, de part et d'autre de ce diamètre, un angle a et à la suite un autre 
An^e X. — En joignant les extrémités des rayons extrêmes de ces angles on 
forme un trapèze isocèle inscrit. 

On demande : 

1*> De calculer sous forme logarithmique la surface de ce trapèze en fone> 
tion de R, a et a?; 

2» En attribuant à a la valeur 45», trouver la valeur de x pour laquelle 
la surface du trapèze est maximum ; 

3* Dans ce dernier cas que devient le trapèze ? 

LILLE 

il juillet 4885. 

I. — Les projections d'une droite perpendiculaire sur un plan sont per- 
pendiculaires sur les traces de même nom du plan. Que peut-on conclure de 
la réciproque? 

II. — Par le centre d'une ellipse donnée ou mène le rayon OM qui fait 
avec le grand axe l'angle a. Trouver la longueur de ce rayon OM^ les longueurs 
des rayons vecteurs du point M. 

24 juillet 4885. 

I. ~ La parallaxe du soleil étant supposée égale à 8'813, calculer en rayons 
terrestres la distance moyenne du soleil à la terre; calculer aussi les distances 
maxima et minima de l'astre, sachant que l'excentricité de l'ellipse est égale 
à 0,1677. 

II. — Les rayons des hases d'un tronc de cône à bases parallèles étant R et 
f et la hauteur /i, trouver à quelle distance de la hase inférieure il faut mener 
une section parallèle à cette base pour que l'aire de cette section soit moyenne 
proportionnelle entre les aires des deux hases. — De laquelle des deux bases 
cette section est-elle le plus rapprochée? 



• 



I 
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23 juUlet 4S85. 

I. — Connaissant la durée À = 365 jours 256 de l'année sidérale, et la 
durée S =: 29 jours 53o de la révolution synodique de la lune, calculer la 
révolution sidérale de celle-ci. 

II. — Sur une ellipse donnée, on considère un point M dont r est l'un des 
rayons vecteurs : déterminer l'angle que font entre eux les deux rayons vec- 
teurs du point M. Dans quel cas cet angle est-il maximum? 



QUESTION 129 

Solution par E. YiGABié, élève au Lycée de Toulouse. 



Deux cercles égaux 0' et 0" sont tangents au même point à 
un cercle 0. On mène la tangente commune A A.' aux deux 
cercles et 0' et Von décrit les deux cercles G et G tangents à 
la fois aux deux cercles 0, 0' et à la tangente AA.'. Puis, sur la 
ligne 00' comme diamètre on décrit une circonférence S. Si y 
est le ce^xle tangent à la fois aux trois ceixles 0, 0^' et S, le 
diamètre du cercle y est moyen proportionnel entre les rayons 
des cercles G et G\ (Perrin.) 

Soient R, R', r, r^ r" les rayons des circonférences 0V0,C,G', 
et y. La circonférence G' étant tangente à la fois aux deux 
circonférences et 0' et à leur tangente commune AA', on a 
(Voir Journal, t. I, 1877, p. 60-61) la relation : 

I I I 

+ 



y/r' VR t/R'* 
D'où 



v/R + v/R* 

De même, la circonférence occupant par rapport aux 
circonférences 0' et G la position de la circonférence G' par 
rapport aux circonférences et 0', on a 

I I I 

71^ ~" 7r 7^' 



D'où 



y/RR' 
/R — y/R^' 
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par suite 

Joignons le point y aux points 0, O'' et S. Le rayon OS 
de la circonférence S est évidemment 

R — R' 




Le théorème relatif à la médiane donne 



ou bien 



{^ + r^y + (r - T^ 



=.( 



/R — R 



2 



+ '•)+= \—r-). 
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* En développant et en simplifiant, 8 étant le diamètre 
du cercle y, on a 

ou 

\R - R7, 

et, par suite, 

8» = rr'. 

Nota. — Solution analogue par M. Ghapron, maître d'études an collège 
de Bar-snr-Àube. 



QUESTION 130 

Solution par M. Emile VigariÉ) éièye au Lycée Saint-Louis. 



Le volume compris entre deux sphères tangentes extérieu- 
rement et le cône circonscrit à ces sphères est équivalent à la 
moitié du voluTne compris entre ce cône et la sphère passant par 
les deux cercles de contact du cône avec les deux sphères données. 

(Perrin.) 

Nous établirons d'abord le lemme suivant : 

Si d'un point B, pris hors d'un cercle 0, on mène deux 
tangentes BA, BC, et que l'on projette le point A en D sur 
OC, le volume engendré par le triangle mixtiligne ABC 
tournant autour de OC est équivalent au volume engendré 
par le triangle rectangle BGD tournant autour du même axe. 

Le volume engendré par le triangle mixtiligne ABC est 
égal à la différence des volumes engendrés par le trapèze 
ABGD et le triangle mixtiligne AGD, on a donc : 

V = :!§9(A1?+B(? + AD.BC)- {^^^ + ^^) 
ou 

V = ^ (2B(j* + 3AD.bg - ÂD^ - DC'); 
o 

or 

ÂD^ + DC^ = ÂC^ = 2AD.bg. 
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Par suite 



V = 



Tzbif . DG 



volume qui est bien égal au volume du cône de sommet D 
engendré par le triangle ADG tournant autour de OC. 

Revenons au problème. 

Soient et 0' les deux sphères tangentes en G et ASM le 
cône circonscrit tangent en A et en A' aux sphères données. 
Menons la tangente intérieure GB limitée en B sur AA'. 
D'après le lemme précédent les volumes engendrés par les 
triangles mixtilignes ABG, A'BG sont respectivement égaux 
aux volumes engendrés par les triangles BGD, BGD'; par 




.% 



suite, le volume V compris entre les deux sphères est égal à 
la somme des volumes des deux cônes ; on a donc 



V = 



•kW? . DD' 



Calculons maintenant le volume T compris entre le cône et 
la sphère passant par les cercles de contact du cône et des 
sphères données. Si par le milieu B de AA' on élève une 
perpendiculaire à cette droite, elle rencontrera 00' en un point 
P qui est le centre de la sphère cherchée. En décrivant de 
ce point comme centre, avec PA = PA' pour rayon, une cir- 
conférence, le volume engendré par le segment AHA' tournant 
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autour de 00' sera le volume compris entre la sphère et le 
cône. Or ce volume est 

_., tcAT^ . DD' 

^ = 6 ' 

ou, en remarquant que AA' = 2BC, 

-„ 2iz5ï? . DD' . 

^ = 3 ' 

on a donc bien 

2 
• D'ailleurs en appelant R et r les rayons des sphères don- 
nées, on trouve pour expression des volumes V et V : 

4 R'r' V' — ^ R*^' 

s'^R + r ' ~3''R-f-r' 

Remarque. — On peut rapprocher de cet exercice le théo- 
rème suivant, dû, croyons-nous, à M. G. Dostor : 

D'un point A, extérieur à un cercle 0, on mène un diamètre 
ACC et une droite AB tangente au cercle en B. Si Von fait 
tourner la figure autour de AO comme aoce, les volumes en- 
gendres par les triangles mixtilignes ABC, ABC sont équiva- 
lents aux deux cônes ayant pour rayon de base respectifs les 
droites AG, AC et pour hauteur commune la projection du 
rayon de contact OB sur Vaxe AO. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Ghapellier, élève au lycée de 
Nancy; Louis Géry, élève au pensionnat Saint-Joseph à Toulouse; J. Ghapron, 
maître d'études au collège de Bar-sur-Aube ; Paul Bourgarel à Antibes. 



QUESTION 135 

Solation par M. Edmond Bordagb, professeur au Collège de Nantua. 



On considère un cercle de centre et un diamètre AB; aux 
points KetB on mène les tangentes A, A'^ soit M un point pris 
sur la circonférence, la tangente en ce point rencontre A et A' en 
P et F. Soit W le point diamétralement opposé à M. Les droites 
M'P, MT' rencontrent AB en Q et Q'; ayant posé OQ = x^ 
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OQ' = y, démontrer la relation - -\ — = ^ (R étant le rayon 

de la circonférence donnée). En déduire qae si Von porte OQ' de 
en R sur le diamètre perpendiculaire à AB, la droite RQ passe 
par un point fixe. , (G. L.) 

Par le point M' je mène la tangente ST qui coupe AB en I. 
Je tire les droites TP, SF qui passent par le centre 0. J'ai 

IS _ SA _ M^S 

IT ■" TB ~ MT' 
Ceci nous montre que la division ISMT est harmonique. 




Par suite, les faisceaux P (SIM'T) et P' (ISM'T) sont harmo- 
niques et déterminent respectivement sur AB les divisions 
harmoniques lAQO et lOQ'B, En appliquant alors une pro- 
priété des divisions harmoniques nous avons 

I 

ÔQ 



+ - = — 
^01 OA' 



OQ' 1 ~" OB * 
Ajoutons membre à membre et remplaçons OB par OA, 
il vient 
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^ . I _ 4 
0Q"*"0Q' "" OA' 
Si enfin nous remplaçons OQ parce, OQ'pary etOAparR, 
nous avons en définitive 

i , i_ 4 

La seconde partie est une conséquence immédiate de la 
relation précédente. En général, si sur deux droites Ox, Oy 
on prend deux points A, B mobiles, tels que OA =.p, OB 

=^ q avec la relation 

a , S 

— f- - = I, (a, p constants) 

la droite AB passe par un point fixe, point qui a pour 
coordonnées a, p par rapport au système Ox, Oy. 
Dans le cas présent, le point fixe est le point co situé sur 

la bissectrice de ROQ à la distance — f/J du point 0. 

Nota. — Autres solutions par MM« Chapron, maître d'études au coUège de 
Bar-sur- Aube; Vigarié, élève au lycée Saint-Louis. 



QUESTION 138 

jSolatliMi par M. Th. Garonnet, élève de mathématiques spéciales 

au Collège ChaptaL 



Soit yOx un angle, A un point pris sur Ox ; par le point 
A on mène une droite AB, et par le point une droite OP, 
telle que Vangle POy soit égal à Cangle BAx. 

Trouver le lieu géométrique du point d'intersection de AB et 
de OP. (L. Lévy.) 

Remarquons que les droites AB et OP sont des antiparal- 
lèles par rapport à l'angle OBA. 

Donc le lieu cherché est un cercle tangent à Oy au point 
et passant par le point A. 

Nota. — Solutions semblables par MM. Louis Simon et Delpiron, au col- 
lège Ghaptal ; Jules Huré, au collège de Montargis. D'autres solutions par 
MM. Voignier, au lycée de Nancy; Perrin, maltre-répétitenr au lycée de 
Clermont-Ferrand; Mazeman, élève au lycée de Lille (classe de M. LàebTre), 
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conclaent à une hyperbole, pour le lieu géométrique proposé. C'est qu'en 
effet on pouvait considérer la droite Oy comme ayant tourné d'un angle égal 
à BAâ?. soit dans le sens direct, soit dans le sens inverse. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



194- — On donne une droite A, un point k sur cette droite, 
et un point B hors de cette droite. Un mobile parcourt la 
droite A du point A à un point M avec une vitesse constante 
V, puis il va en ligne droite du point M au point B avec une 
vitesse constante v\ 

Position du point M pour que le temps du parcours AMB 
soit minimum. Remarquer que cette position est indépen- 
dante de celle du point A sur A. Lieu de cette position lors- 
que les points A et B étant fixes, on fait pivoter la droite A 
autour du point A. 

Ce dernier lieu est un cercle. (D'Ocagne.) 

195. — Par les sommets d'un triangle ABC on mène les 
parallèles aux côtés ; et par les sommets A^, B^, G^ du tri- 
angle ainsi obtenu on mène encore les parallèles aux côtés du 
triangle ABC. Démontrer que si par le point de concours des' 
bissectrices du troisième triangle A, B, Gj on mène les paral- 
lèles aux côtés, ces droites déterminent sur les côtés du triangle 
ABG les points qui sont les sommets d'un hexagone circon- 
scriptible à un cercle. (G. Boubals.) 

196. -— Trouver deux nombres connaissant leur somme et 
leur plus petit multiple commun. (Bordage,) 



Nota. — L'abondance des matières nous oblige à remettre à un prochain 
numéro la suite de l'article de M. Ed. Lucas, sur les carrés magiques. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 
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EXERCICES DIVERS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Par Emile Eiemoine, ancien élève de l'École Polytechnique. 

{Suite, voir p. 198.) 



La somme des perpendiculaires abaissées du centré du cercle 
circonscrit à un triangle ABC sur les trois côtés de ce triangle 
est égale à la somme des rayons du cercle circonscrit et du 
cercle inscrit. 

Ce théorème dû à Carnot (géométrie de position) est tout à 
fait classique; mais la démonstration suivante, différente de 
celle qui se donne ordinairement, est très simple et n'emploie 
que les propositions contenues dans les deux premiers livres 
de la Géométrie de Legendre. 
Soit le centre du cercle inscrit à ABC, 
Soient A', B', G' les milieux des côtés CB, AC, BA, 
' Soit Y le point de contact sur AB .du cercle inscrit. 





y^ 


A 


0^ 


\ 


—■^ 


^^ 


^ 






• > 


X^ 


c 




X 

1 


__ 


_— ^- 


^ — -"^^ 



Par centre du cercle inscrit je mène une parallèle à BA 
qui coupe OC en G. 
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R&MARQUE. — Si Ta désigne le rayon du cercle ex-inscrit 
tangent au côté BG et au prolongement des deux autres, on 
démontrerait d'une façon tout à fait analogue que Ton a 

OB' + OC — OA' = ra — R. 

On déduit de là facilement: 

Si dans un triangle le rayon d*un cercle ex-inscrit est égal 
au rayon du cercle circonscrit, Vune des trois distances du point 
de concours des hauteurs aux sommets est égale à la somme des 
deux autfeSy et réciproquement. 



LI 

Étant donné un triangle ABC : 

1® Trouver le lieu des points M tels que la somme des puissances 
du point A par rapport aux cercles décrits sur MB et sur 
MG comme diamètre soit égale, à un carré donné K*; 

2® C'est la différence des puissances qui est donnée ; 

3® Trouver le point M tel que si l'on décrit des circonférences 
sur MA, sur MB 

et sur MG cowwe -A 

diamètre, la somme 
des puissances d'un 
sommet, par rapport 
aux deux circonfé- 
rences qui ne pas- 
sent pas par lui, 
soit la même pour 
les trois sommets. 

Cherchons le pre- 
mier lieu: 

Soit (fig. 4) 0), 
0)' A^ les milieux 
de MB, MG, BG, 

(o(i)', on voit évidem- Fig. /. 

ment que M, 0, A' 
soilt en ligne droite et que est le milieu de MA'. 

La condition du problème est 

A(i)'* — M(o'* + Aw* — M(D« = K* ; 
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mais comme ou a 



Ad)'» + Aa)« = 2AOÎ + 2 ( — j , 
Ma)'« + Mo)» = 2M0« + 2 f J , 

elle peut s'écrire 

2AO* — 2M0« = K« ; 

mais comme on a 

2A0« + 2M0^ = MA* + AA'% 



et que 
on a 



4M0« = MA'% 
MA» + A A'* — MA» = K». 
A 



(1) 



La dijfférence MA* 
— MA'* des carrés 
des distances dû 
point M aux points 
A et A étant cons- 
tante, le lieu est une 
perpendiculaire à la 
médiane AA', etc. 

Cherchons le deu- 

xième lieu (fig. 2); 

nous adopterons les 

mêmes notations que 

dans le problème 

précédent et nous. 

appellerons A, le pied 

de la hauteur AA| 

P'3- «. sur BG, X le point 

où cette hauteur coupe ww, [l la projection orthogonale de 

M sur (oa)\ 

La condition donnée par Ténoncé est 

A(o'* — Mo)'* — (Ao)* — Ma)*) = K*, 

ou 

A(i>'* — A(D* — (Mo)'* — M(o*) = K*, 

ou 

Xo,'* — Xù>* — (iXO)'* — (XO)*) = K*, 

ou 
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OU, puisque oxo = -, 

(XO — |xO) a = K«, 

le lieu est donc la parallèle à la hauteur menée par A. 

Occupons- 
nous de la ^ 
troisième par- 
tie. 

Soient A', B', 
a, p les milieux 
deBG,AC,A'B, 
B'A, soit [A la 
projection de M 
sur ap (^q. 3). 

Puisque K 
doit avoir la 
même valeur 
pour chaque 
sommet,ondoit 
avoir d après 

réquation (1) P*9' 3. 

de la première partie 

MA« — MA'« + AA'« = MB» — MB'* + BB'% 
ou 

MA» + MB'« — (MB^ -f MA'«) = BB'« — AA'», 




ou 



2a" -j- 2C* — 6* 2Ô» + 2C» — o* 



B 



ou, puisque 

B'A = - et A'B=-, 

2 2 

Mp« _ Ma> = -^ (a» — 6«), 
Mestdoncsur uneperpendiculaireélevéeàapaupoint pttel que 
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^p« - l^a' = -^ (a» - 6') ; 



on trouve facilement 



[xa = 



9c» + 7^* "~ 7^' 
24c 



9C* + 7a* -76* 

^'^ 24c 

On déterminerait de même une autre droite contenant le 

point M au moyen 
de l'égalité 
MA» — MA'» + AA'« 

= MG» — MC» 
+ CG^ 
et le problème est 
résolu. 

Voici une autre 
solution de cette 
troisième partie. 

Les trois circon- 

^^ férences décrites sur 

MA, MB, MG comme 

diamètre se coupent 




Fig, A, 



deux à deux sur les côtés du triangle en P sur BG, en Q 
sur AG, en R sur AB. 
Posons 

CP = ?, AQ = Yi, BR = Ç. 
On a évidemment d'après les conditions de l'énoncé 
K« = GP . GB + GQ . GA = BP . BC + BR . BA 

= AR . AB + AQ . AG, 
d'où : 

a^+ b* — byi = K», 

6^ -|_ c» — cî = K», 

en ajoutant membre à membre on a 

g. + &.-}- C« 
3 

et la valeur de la constante est déterminée. 
D'ailleurs, d'après une propriété connue, puisque les per- 



* 
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pendiculaires à BG, AC, AB menées respectivement par P, 

Q, R se coupent en M, on a 

CP« + BR» + AQ« = PB« 4- RA» + QC% 
d'oh 

2 

Les trois équations deviennent ainsi 

ô5 + 6« - frn = I (aï + 671 + cî), 

6^ + c« - cÇ = I (a? + h + cï), 

cÇ + V - aÇ = I (aÇ + 671 + cC), 

oh, pour abréger, aî, 67|, cC peuvent être prises pour incon- 
nues. On tire de là : 

_ 3q« 4- c' — 6* 

36» + a« — c« 

71= 



î = 



66 
3c« 4- 6« — a« 



6c 
Nous engageons les élèves à chercher les distances du 

point M aux côtés, ils trouveront : 

3a«(6« + c« — a*) — 8S« 
MF = 1 _ — i , 

ï 2r(S 
et pour les diamètres des cercles 

MC = j^^ , 

c'est un excellent exercice de calcul. 
En observant que le second membre peut s'écrire 

^ R» (4 cos* A + 4 cos« B + cos» G), 

on a '' 

MA» -f MB» + MG* = 4 R» (cos» A + cos» B + cos» G). 

(A suivre.) . 
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NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. Emile Vigarlé» élève au lycée Saint-Louis (classe de M. Vintéjoux). 

[Suile^ voir p. 171.) 



22. Théorème. — Les perpendiculaires élevées à la base 

BG par les pieds R, S cfe 
deux droites inverses ren- 
contrent les perpendiculaires 
élevées à A.B et AG en B 
et G et^es points R', S'. 
R\ S", tels que 

• 

Menons la hauteur AHa. 
Les triangles BRR', BSS' 
sont semblables à AEBa, 
de même CSS% CRR" 
sont semblables à AHoG, 
on a donc 

(3) ««' ^« 




(S) 
par suite 

et 



^Cuff 



es 
es 



AG GR" 



BR 

Bs; 

BS 
AG 



AHa' 

•A^ 

AHa' 



AHa' CR AH ' 



(4) 
(6) 



BR' . BS' es . GR 



GS" . GR 



» X 



BS . BR \AG; 



/ABy 



}R' . BS' _ /AB\* 

;s".GR'' ~~ VagJ • 



C) 



(*) Cette proposition m'a été communiquée par mon ami, M. Th. Valiech, 
élève au lycée de Toulouse, qui me fait en outre observer que la question 
suivante proposée au concours d'agrégation en 1874, contient plusieurs théo- 
rèmes démontrés précédemment. Voici l'énoncé: 
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Lorsque A.S devient médiane du triangle ABC, AR devient 
médiane antiparallèle. Les égalités (4) et (S) donnent 

GS'^ _ AG 

BS' "" AB 
et la formule (7) devient 

BR[ _ /ABy 

GR' — Ucj ' 
c'est-à-dire que la perpendiculaire élevée à la base BG du 
triangle ABC par le pied ol de la médiane antiparallèle rencontre 
les perpendiculaires élevées à AB, AG en B, G en des points R', 
R' tels que le rapport des distances BR', GR' est égal au rapport 
des cvies des côtés adjacents. 

23. — Les tangentes au cercle circonscrit menées par les 
trois sommets du triangle ABG, forment A'^B^G". Les som- 
mets de ce triangle ont été appelés par M. J. Neuberg (*) les 
Associés du point de Lemoine; quelques-unes des propriétés 
du point de Lemoine s'appliquent à ces points avec de 
légères modifications, 

1^ Gonsidérons une médiane antiparallèle Aa et les 
conjugués harmoniques BA", GA'^ des deux autres; ces trois 
droites sont concourantes ; 

2® Les distances d'un point de la conjuguée harmonique 
d'une médiane antiparallèle aux côtés adjacents étant, 
au signe près, proportionnelles à ces côtés, on en déduit que 

On donne un triangle ABG. Sttr les côtés BG, AG, AB, on prend des points 
A , B', G', tels que l'on ait : 

BA.'_^ CB'__BG^ AG^ _ AC' 
CA'-Âc«' AB'"-AB«' BG'-lB«- 
y* Démontrer que les droites AA', BB', GG' se coupent en un même point M. 
(Théorème 6.) 
2* Du point M on abaisse MP, MQ, MR, perpendicuUxires sur les côtés. 
Démontrer que 

MP _ MQ _ MR rrhMrè^ 7 . 

BG = ÂC === ÂB (^^"^ '-^ 

3* Démontrer que le point ^ est le centre de gravité du triangle PQR« 

(Théorème 44,) 

40 Trouver Vexpression de la somme MP' + MQ* -1- MR* et de l'aire du 
triangle PQR en fonction des côtés et de l'aire du triangle donné ABG. (Th. 43. 

- (*) M. J. Neuberg, MathésiSy tome I, 1881. 
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les distances des associés du point de Lemoine aux trois 
côtés du triangle sont proportionnelles à ces côtés; 

3® Les associés du point de Lemoine étant sur des 
médianes antiparallèles, les droites qui joignent leurs pro- 
jections sur les côtés adjacents sont perpendiculaires aux 
médianes correspondantes ; 

4® Joignons les ^projections Aa, Aï, A'é, de A" sur les 
trois côtés. Les deux triangles A^AcAa, AaAtA" sont sem- 
blables à ABC et égaux entre eux ; donc la figure A" A» Aï 
A'c est un parallélogramme. On peut dire que : 

Les associés du point de Lemoine sont symétriqties du pied 
de la perpendiculaire abaissée de ces points sur le côté opposé 
par rapport au milieu de la droite qui joint leurs projections 
sur les côtéic adjacents ; 

^o Par une méthode analogue à celle qui a été donnée 
pour le calcul de la surface du triangle KaK^Kc (Théo- 
rème 43)^ on trouve : 

surf Aa Ab Ai' = ^ 



surfB:B:B: = ,,._f_^y 

surf Ga G'b Ce = ;— \ 7— ; 

6** Les distances des points A'', B'', G", aux côtés opposés 
sont: 

I tg A, ^ tg B, £ tg G. 

7® Enfin on peut encore observer que si on construit des 
carrés intérieurement sur les côtés du triangle A''B"G'', les 
côtés intérieurs de ces carrés se coupent sur les médianes 
antiparallèles. 

Nous verrons dans la suite de nouvelles propriétés. 

(A suivre.) 
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VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. Cï» de liong^chanips» 

[Suite, voir p. 201.)(*) 




.60. Problème III. — Construire une hyperboky point par 
point, connaissant les^ asymptotes A, M et un point A de la courbe. 

On sait que, dans l'hyperbole, pour une transversale 
quelconque, le milieu de la corde coïncide avec le milieu du 
segment intercepté sur la 
transversale considérée par 
les asymptotes A, A'. D'a- 
près cela, après avoir me- 
né par le point A une 
sécante qui rencontre les 
asymptotes aux points B et 
G, on détermine le milieu 
de BG; enfin, on prend le p^ ^^ 

point A' symétrique de A par 

rapport à 0. Toutes ces constructions n'exigent que l'emploi 
de la règle et de l'équerre ; la figure ci-contre les indique 
suffisamment. 

Quant à la tangente en A', on sait qu'elle s'obtient en 
traçant par A' une droite limitée aux asymptotes et partagée 
par le point A' en deux parties égales. Cette tangente est 
donc parallèle à la droite PP*. 



[*) Dans ce chapitre et dans les sui?ai>ts, jusqu'à ce que j'aborde la 
deuxième partie de ce travail, il m'arrivera, au moins dans certains moments, 
de m*appuyer sur des propriétés qui ressortent du cours de mathématiques 
spéciales. Mais il était impossible de séparer ces chapitres de ceux qui les 
ont précédés et de ceux qui les suivront, pour les reporter au journal de 
mathématiques spéciales. 
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61 . Problème IV. — Construire une hyperbole , point par 
point, connaissant une asymptote A et trois points A, B, G de 
la courbe. 

Ce problème se ramène immédiatement au précédent en. 
observant que la seconde asymptote A' est la transversale 
réciproque de A par rapport au triangle ABC. 

62. Problème V. — Construireune hyperbole, pointparpoint, 
connaissant^ de position, les asymptotes A, A' e/ une tangente AA'! 

Par les points A, A' menons deux parallèles quelconques AB', 
A'B ; les triangles semblables A'OB, AOB'donnent la proportion 

0A[ _ OB 

OB'~OA* 

Nous avons donc 

OA. OA=OB\ OB. 

Cette égalité qui résulte aussi, si Ton veut, de l'équiva- 
lence évidente 
des deux trian- 
gles A'OA, 
B'OB, prouve 
?ïue BB' est 
une droite tan- 
gente à rhy- 
perbole consi- 
dérée. Pour 
avoir le point 
de contact il 
suffit, par ap- 
plication d'une 
propriété con- 
nue, de déter- 
miner le milieu w de BB'; ce point s'obtient, comme l'indique 
la figure, au moyen du parallélogramme BOB'C. 

63. Problèmie VI. — Construire une parabole connaissant 
deux tangentes OA, OB, et les points de contact k et B. 

Cherchons à déterminer la tangente parallèle à AB et son 
point de contact. La diagonale OC du parallélogramme OABG 




Fig. 47. 
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est le diamètre conjugué des cordes parallèles è AB. La 
sous-tangente étant le 
double de Tabcisse, en . 
construisant le parallé- 
logramme DOMN, le point 
I représente Textrémité 

du diamètre OC. Finale- ô 5 S" 

ment, nous connaissons Fig. â8, 

une tangente MN, le point de contact I, le diamètre IG et un 
autre point A, sur la parabole. Dans ces conditions, le pro- 
blème peut être considéré comme résolu ; nous avons indiqué 
plus haut (§ 58) comment on pouvait construire la courbe, 
point par point. 

Autrement, — Mais, si Ton préfère, on peut construire la 
courbe tangente par tangente en appliquant la remarque 
suivante. Prenons sur OD, médiane du triangle AOB, deux 
points MM' tels que OM = M'D, et par ces points menons 
des parallèles à AB ; nous déterminons ainsi deux points P 
et Q. La construction indiquée donne 

OP _ BQ 

AP ■" OQ ' 
Une propriété connue prouve que la droite PQ est tan- 
gente à la parabole. On obtien- ^ . 
dra ainsi, en faisant varier les y/\. 
points M, M', autant de tan- yr ,N^ 

génies que Ton voudra à la y'^^^:><''^'^si 
parabole proposée. .^r^'^^- - -"Ov ^^f 

Si nous prolongeons PQ jus- ^ ^*"^^\, 

qu'à sa rencontre en R avec ^*^* ^^' B. 

AB et si nous prenons le point R' conjugué harmonique de R 
par rapport au segment AB, la droite OR' étant la polaire 
de R coupe PQ en un point I qui est justement le point de 
contact. La parabole se trouve ainsi construite; non seule- 
ment tangente par tangente mais encore point par point. 

64. Remarque. — Dans le problème qui vient de nous 
occuper on peut aussi déterminer immédiatement deux tan- 
gentes particulières de la parabole, droites qui, avec les deux 
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tangentes proposées, forment un système de quatre- tangentes 
à la courbe que Ton veut construire. Cette remarque a son 
importance parce que son application ramène le problème 
présent au cas général visé plus loin. 
Voici comment on obtient les deux tangentes dont nous 

voulons parler. 

Considérons une pa- 
rabole P inscrite dans 
Tangle ACB; si nous 
joignons un point quel- 
conque de la courbe, le 
point M par exemple, 
aux sommets C, A, B, 
nous avons ; 
MÏB'=4MAC.MBG(*), 
ou, dans le système 
Fig. 50. des coordonnées bary- 

centriques, 

Y« = 4ap. 

Si nous partageons CA et CE en trois parties égales, la 

droite A'B' a pour équation 

ma + w? + PY = o ; 





C B B 

Fig. 54, 

celle-ci doit être vérifiée : l® par p = o, et 2y = a; 2® pai 
a = G, et 2^ = y; nous trouvons, d'après cela, 

2m -|- p = G, et n -f- sp = o« 
Finalement, Téquation de A'B' est 

a -|- 4P — 2Y = o. 



(*) Cette relation très simple est connue, nous laissons au lecteur le soin 
de la yérifier. 
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Il est facile de vérifier que cette droite est tangente à la 
parabole considérée P; le contact a lieu sur la droite qtii 
correspond à l'équation 4y — a = o; d'après cela, le point 
de contact I s'obtient, comme l'indique la figure, en traçant la 
diagonale AI) du parallélogramme ABCD. 

Un calcul tout semblable montrerait que A'B" est, elle aussi, 
tangente à P. Ce dernier point, évident d'ailleurs, est encore 
vérifié en observant que la parabole jouit de la propriété 
intéressante que nous allons établir. 

65. Théorème. — Si Von considère une parabole P inscrite j^^^ 
dans Fangle tlrkB, A. et B désignant les points de contact, une 
tangente A admet, par rapport au triangle GAB, une transversale 
réciproque A'; cette dernière droite est encore une tangente 
à P. 

En effet, si l'on cherche la condition que doivent vérifier 
les coefficients m, n, p de l'équation 

ma -}- wp -f-pY = o, 
pour que la droite A qui lui correspond soit tangente à P, 
un calcul immédiat donne 

p» = mn. (1) 

D'autre part, en se reportant à la définition des transver- 
sales réciproques (§ 9) on voit que l'équation de A' est 

m n p 

D'après (1), la condition 

I I 

p* mn 
étant vérifiée. A' est tangente à P. 

La parabole Pet les deux paraboles analogues sont, d'après 
cette observation, des anallagmatiques dans notre méthode 
de transformation par transversales réciproques, méthode à 
laquelle nous aurons occasion de faire, dans le chapitre 
suivant, d'autres emprunts. Par anallagmatiques, nous enten- 
dons, en généralisant l'expression que M. Moutard a intro- 
duite dans la transformation par rayons vecteurs réciproques, 
des courbes qui, dans une méthode de transformation 
donnée, se correspondent à elles-mêmes. 
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Voici un autre problème oih nous trouverons une applica- 
tion naturelle de la remarque précédente. 

Ô6. Problème VII. — Construire une parabole P, connais- 
sant trois tangentes AB, AG, BG et le point de contact 0, sur 
VuM d'elles. 

Déterminons d'abord le point de contact 0' de P avec AC. 
Une propriété connue, déjà rappelée (§ 63), nous donne 

OB_OA 
AG ~ O'A' 
D'après cela, si nous prenons AD = OB, la diagonale AP 
du^ parallélogramme AGDP représente la direction des dia- 
mètres de P. De cette remarque nous déduisons, comme 
l'indique la figure, et au moyen du parallélogramme AOQO', 




le point inconnu 0'. Nous sommes ainsi ramené au cas 
précédent et, en prenant CE = GA, la droite DE transversale 
réciproque de BG par rapport au triangle AOO', est, comme 
nous venons de l'observer au paragraphe précédent, une 
quatrième tangente à la parabole considérée. Nous revenons 
ainsi au cas ordinaire, celui oîi l'on donne quatre tangentes 
distinctes. 

Nous ne croyons pas utile d'étendre autrement l'examen 
de ces problèmes du premier degré. On peut les multiplier 
beaucoup, mais ils exigent tous qu'tZ n'y ait qu'une seule 
conique vérifiant les conditions proposées. Ges problèmes, pour 
cette raison, ressortent de la géométrie de la règle et de 
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réquerre; ils constituent d'ailleurs des cas particuliers des 
problèmes généraux que nous allons étudier dans le chapitre 
suivant. Mais avant d'aborder ceux-ci, nous avons tenu à 
montrer les solutions simples que comportent certains pro- 
blèmes spéciaux, qui justement se présentent le plus souvent 
dans les constructions. C'est qu'en effet il arrive fréquem- 
ment que certains points de la figure deviennent coïncidents 
sur des droites données ou, dans d'autres cas, soient rejetés 
à l'infini, dans des directions déterminées. Il est alors 
profitable, au lieu d'avoir recours aux tracés indiqués pour 
le cas général, d'utiliser des tracés plus simples, découlant 
des particularités mêmes dé lia figure proposée. 

Nous n'avons examiné, comme on a pu le remarquer, dans 
les problèmes qui viennent de nous occuper, que les cas 
particuliers où les données sont des points ou des tangentes ; 
mais il va sans dire "qu'il existe d'autres problèmes ressor- 
tant de cette géométrie et dans lesquels les données sont 
différentes. Par exemple : Construire une parabole connais- 
sant le foyer et la tangente au sommet; ou le foyer et la 
directrice; ou le foyer et deux tangentes; et beaucoup 
d'autres, sont des problèmes que l'on peut résoudre avec la 
règle et l'équerre. . . 

Mais voici un dernier oxemple que nous voulons traiter en 
terminant ce chapitre ; il vise le cas très intéressant oîi Ton 
connaît uniquement les extrémités de deux diamètres conju- 
gués d'une ellipse. 

67. Problème. — Conslruire une ellipse V connaissant, 
en grandeur et en situation , deux diamètres conjugués. 

Soient AA.' et BB' les deux diamètres proposés. Prenons 
sur la courbe un point I; les droites qui joignent ce point 
aux extrémités des deux diamètres donnés forment un fais- 
ceau harmonique. On prouve, d'un mot, cette propriété en 
observant que dans un cercle le théorème est vérifié pour 
deux diamètres rectangulaires, les quatre branches du fais- 
ceau considéré étant alors inclinées mutuellement, et deux 
à deux, de 45°. 

D'après cela, menons par le point A une droite arbi- 
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traire AP, puis déterminons avec la règle, comme Tindique 

la figure (1), le 
point Q conjugué 
harmonique de P; 
alors, la droite A^Q 
rencontre AP en 
un point I qui 
appartient à Tel- 
lipse r. 

Pour obtenir la 
tangente en I, on 
peut observer que 
la polaire de P par 
rapport à F passe 
par le point Q, par 
le pôle de AI, et 
qu'elle est parallèle 
à AA'. Par consé- 




fi 



Fig. 53. 



quent en menant QT parallèlement à AA' jusqu'à sa ren- 
contre avec la droite AT, cette dernière étant conduite, par A, 
parallèlement à BB', on détermine un point T de la tangente 
cherchée. (A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. E. Lemoine... Puisque vous vous 
occupez de la géométrie de Téquerre, je vous envoie une 
solution graphiquement très simple, et que je ne crois pas 
que Ton ait remarquée, pour le problème si connu dont voici 
l'énoncé. 

Soient deux points k etl^ et une droite DD'. 
Trouver sur la droite un point x tel que ïangle AxD 
= BxD'. 



(IJ Les chiffres 1, 2, 3, 4 placés sur cettD ûgare indiquent Tordre dans 
lequel la règle trace les droites auprès desquelles ils sont placés. 
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Je projette A et B en a et 6 sur DD', je joins A6 et Ba qui 

se coupent en I; I se pro- 
jette sur DD' en x. Il n'y a 
pas à donner la démonstra- 
tion, qui est de la plus ex- 
trême simplicité. 

La construction s'applique 
que A et B soient ou non 
du même côté de DD', et on 
B" o/ x/ ^ d' la modifie très facilement 

pour le cas où DD', A et B ne sont pas dans le même plan. 




BACCALAUREAT ES SCIENCES COMPLET 



FACULTÉ DE BORDEAUX 

€ juillet 4885. 

Mathématiques. — I. Deux mobiles partent au mAme instant des 
points A et B sitqés sur deux droites perpendiculaires AX et BY qui se 
coupent en 0. Ils se dirigent tous les deux vers (qu'ils peuvent dépasser) 
d*un mouvement uniforme dont la vitesse est m pour le premier, n pour le 
deuxième ; OA = a, OB = 6. On demande : 

!• L'expression de la distance des deux mobiles au temps t ; 

2* Le temps auquel la distance est minimum; 

Z* Conditions pour que les mobiles se rencontrant en 0; 

4** Discussion du problème quand le mouvement du mobile est de sens 
quelconque. 

IL Deux circonférences de rayons R et r sont tangentes en G. On mène 
AB tangente commune extérieure. On joint AG, BG. Calculer les trois côtés 
du triangle ABG, en fonction de R et r. 

— ■■-■ - -■ ^ 

EXAMENS D'ADMISSION A L'ÉCOLE FORESTIÈRE 

CONCOURS DE 1885 (*) 



lo Effectuer la division 



-, trouver la loi du quotient et chercher, par 



(i — xf 

les règles de la division, à quelle condition le quotient prolongé indéfiniment 
représente la fraction proposée. 

2" Un particulier achète pour 70,000 francs d^obligations de chemin de fer 
rapportant 16 francs d'intérêts ; l'année suivante, il en achète d'autres au même 
.cours pour 19,600 francs. An bout de 2 9ns, il cède toutes ses obligations au 



(*) Voyez renoncé de la première question (Journal^ p. 184). 
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prix coarant, joint à leur prix les intérêts simples qu'il en a retirés plus la 
somme de 1,280 francs, et achète avec le tout des obligations rapportant 
i5 francs de rente au cours de 25o francs. — Il se fait ainsi 6,000 francs 
d« rente. On demande le nombre et le prix des premières obligations. 

Trigonométrie et calcul logarithmique. — I. Résoudre un 
triangle connaissant le côté a, l'angle opposé A et la hauteur correspon- 
dante h. 

Discuter le problème ; trouver la condition de possibilité et la vérifier en 
construisant le triangle géométriquement. 

II. Étant donnés dans un triangle les côtés a r= 28.907"',i5; 6 = 2 3. 125", 72; 
c=z i7.344'",29, calculer les angles A,B, C, la surface S, le rayon R du cercle 
circonscrit, le rayon r du cercle inscrit et les rayons r,, rj, fs des cerclôs 
ex-inscrits. 



ECOLE NORMALE SECONDAIBE DE SEVRES 

JEUNES FILLES (1885) 



Arithmétique et géométrie. — I. Trouver le premier terme et la 
raison d'une progression arithmétique sachant que la somme des n premiers 
termes est pour toutes les valeurs de n, n :r= i, n = 2, » = 3, etc., égale 
à n(3n + i). 

II. Étant données deux droites qui se coupent AB et AC, trouver le lieu 
des points M tels que leurs distances Mp et Mn aux deux droites soient entre 
elles comme deux nombres donnés m et n, 

III. Construire un triangle rectangle connaissant l'hypoténuse et le rapport 
des deux côtés de l'angle droit. 



ENSEIGNEMENT SPECIAL 

(AOUT 1885) 



ABCD étant une feuille de carton carrée, on trace sur elle un deuxième 
carré intérieur au premier EFGH, ayant même centre que lui, et dont les 
côtés sont dirigés suivant ses diagonales ; on découpe ensuite la feuille 
suivant AE et EB de manière à enlever le triangle AEB, puis on enlève pa- 
reillement BFC, CGD, DHA. Enfin on replie le triangle EBF au-dessus de 
la feuille en le faisant tourner autour de EH* jusqu'à ce que le point B 
vienne se projeter en ; on fait de même pour les triangles GDH, HAE, FCG, 
ae manière à former ainsi une pyramide ayant pour base EFGH et pour ' 
sommet le point où sont venus se réunir les quatre sommets A, B, G,D. Gela 
posé on donne le côté a du carré ABGD et l'on demande de déterminer, pais 
de construire le côté EF de telle sorte que le volume de la pyramide ainsi 

formée soit le -^ du cube qui aurait pour base le même carré EFGH. 
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BACCALAURÉAT ES SCIENCES 

SESSIONS D'AVRIL ET DE JUILLET-AOUT 1885 



LYON 



»0 juillet 4885. 

Résoudre un triangle quelconque connaissant: l' la base &, 2* la hauteur h 
et 3*> la différence A — B des angles à la base. 

%%iuilla 1885. 

Résoudre un triangle connaissant les angles et la somme a^ -f 6^ -{- c* 
des carrés des trois côtés. 

RENNES 

45 avril 4885. 

Etablir avec toute leur généralité les relations distinctes qui existent entre 
les six lignes trigonométriques d'un même arc. — La sécante étant donnée, 
combien les autres peuvent-elles avoir de valeurs ? 

2* Déterminer g de façon que la fraction — ^ soit maximum ou 

x^ •\- IX -\- q 

minimum pour les valeurs 2 et i/3 de a;. Quelle est celle de ces valeuri qui 

correspond au maximum et celle qui correspond au minimum? 

46 avril 4885. 

1» Démontrer que si deuxtrlèdres ont les mêmes faces le second est superpo- 
sableau premier ou à son symétrique. — Proposition analogue en substituant 
les dièdres aux faces. 

2<' X et 2/ étant deux nombres quelconques, on calcule deux autres nombres 
X et y' par les formules : 

X = ax + by -\r Cf y = àx -f b'y -f c'. 

On emploie ces derniers pour en former deux nouveaux x' y' à l'aide des 
mêmes formules, et l'on demande de déterminer à 6' & de manière que 
quels que soient les nombres x et y, le résultat de l'opération soit de les 
reproduire ou, qu'en d'autres termes, on ait toujours af' =: Xj y' =z y. On 
vérifiera les valeurs obtenues. 

47 avril 4885. 

lo Démontrer que le terme de rang n d'une progression géométrique dont la 
raison est plus grande que l'unité croit au delà de toute limite quand n tend 
vers l'inGni, et qu'il tend vers zéro quand la raison est moindre que 1. 

Quelle est la limite de y^a lorsque n tend vers l'infini, a étant un nombre 

quelconque positif donné. 
2** Etant données les deux équations simultanées : 

sin a? 4- \/3 cos a; = I, sin a? -h cos a; = m ; 
trouver : 1" les valeurs de m telles que ces deux équations soient vérifiées par 
la même valeur de a; ; 2*> les valeurs de x correspondantes. 



338 JOURNAL DE MATHÉMÀTIQDES ÉLÉMENTAIRES 

NANCY 

43 avril 48S5, 

V Démontrer les formules qui donnent le sinus et le cosinus de la somme 
et de la différence de deux arcs en fonction des sinus et cosinus de ces arcs. 

2* Un trapèze isocèle est circonscrit à -un cercle de rayon inconnu; cal- 
culer ses côtés, sachant que la somme des deux bases t= 2a et que sa surface 

45 avril 4885, 

1* Indiquer la marche à suivre pour résoudre les inégalités 
ax^ + &a? + c < o, et ar^ + fta? + c > o. 

Application : Pour quelles valeurs de x le trinôme x^ — 8x -f 20 est-il 
compris entre 5 et 8? 

2** Une pyramide hexagonale régulière a pour surface totale m', sa hauteur 
=h. — Calculer le côté de l'hexagone de la base et le volume de la pyramide. 

47 aivril 4885. 

i° Étant donnés la surface et les angles d'un triangle, déterminer ses 
trois côtés. 

2* Donner la définition des polyèdres semblables. Énoncer les théorèmes 
qni les concernent. 

POITIERS 

43 avril 4885. 

{• Calculer hi surface de la sphère inscrite dans un cône dont la hauteur 
= ^ et l'apothème a. 
2" Prouver que la sous-normale à la parabole est constante. 

^0 avril 4885. 

1<> Retour d'un quotient décimal périodique mixte à la fraction généra- 
trice. Montrer que la fraction génératrice réduite à sa plus simple expression 
doit contenir au dénominateur autant de facteurs 2 ou 5 qu'il y a de chiffres 
irréguliers au quotient. 

Exemple : 0^347535353. 

2** A quelle distance du centre d'une sphère faut-il mener un plan 
sécant AB pour que la surfac3 latérale du cône SAB inscrit soit la — partie 

de la zone sphérique de même hauteur. Limite de n. 

47 avril 4885. 
1<» Volume engendré par un segment circulaire tournant autour d'un diamètre 

X —*— I 

qui ne le coupe pas. — 2" Etudier les Yariations.de l'express ion • 

a;' -f- 2 

^Ù avril 4885. 

1** Quelle est la somme produite au bout de n années pur le placement à 
intérêts composés de a francs placés au commencement de chaque année? 
Taux r par franc. Exemple: a= 2,000 francs, n= 18, r=:o,o5. — 2« Cal- 
culer par la géométrie élémentaire et la trigonométrie le côté du dodécagone 
régulier inscrit dans un cercle de rayon R. Application R = o''25. 



\ 
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ACADÉMIE DE LYON 

43 avril 4885, 

Dans un triangle rectangle : l'hypoténuse, les deux côtés de l'angle droit et 
la hauteur opposée à l'hypoténuse sont quatre lignes qui sont en progression 
géométrique. On demande, d'après cela, de calculer la raison de cette pro- 
gression et les angles de c^ triangle. 

45 avril 4885. 

On donne le volume Y d'un cône de révolution, ainsi que l'angle « de deux 
génératrices opposées. On demande de calculer la surface totale de ce cône. 
Données numériques : V :^ 45o de, a = 37"25'5o", 

47 avril 4885. 

Ix I (i\ {{n ^^ fe\ 

Trouver le maximum de l'expression : —- -, On appliquera les 

formules au cas où a = 5,33 et h = 2,17, et on calculera avec deux chiffres 
décimaux exacts la valeur de x qui rend l'expression précédente maxima, et 
la valeur de cette expression lorsqu'elle eisl maxima. 

Quelle relation doit exister entre a et & pour que la Taleor de Fexpression 
précédente soit égale à i ? 

ACADÉMIE DE MARSEILLE 

* 43 avril 4885. 

1» Des sommet» B et C d'un triangle ABC on mène des perpendiculaires BB', 
ce sur les cdtés opposés; ces perpendiculaires se coupent en un point H. 
Suivant HB et HG on applique des forces qui sollicitent le point H et qui sont 
égales respectivement au sinus de l'angle B et au sinus de l'angle G. On 
demande de démontrer que leur résultante est égale au sinus de A. — 
Trouver sa direction. 

2<» Un nombre N est divisible séparément par 3 nombres A, B, G qui sont 
premiers entre eux deux à deux. Démontrer que N est divisible par le pro- 
duit ABC de A, B, C. 

45 avril 4885. 

Étant donnés deux sphères et 0' tangentes extérieurement et le cône qui 
leur est circonscrit, on demande : 

1' D'évaluer la surface latérale du tronc de cône ABA'B' qui a pour base le 
cercle de contact; 2^ d'indiquer dans quel cas cette surface est maxima lorsque, 
les rayons K et K' des sphères données étant variables, leur somme R -f B' 
= constante. 

— Trouver le centre de gravité d'un trapèze. 

47 avril 1S85. 

X 3 

Calculer sin — sachant que tg x = -.Expliquer pourquoi Ton trouve (Juatre 

X 

valeurs pour sin — et pourquoi la somme des cdrrés de ces quatre valeurs 

égale 2. 

— On donne un plan par ses traces et l'on demande de construire l'angle que 
fait la trace verticale avec la ligne de plus grande pente du plan. 
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ACADÉMIE DE MONTPELLIER 

/5 avril 4885, 

Déterminer cioq nombres en progression géométrique connaissant leur 
somme et leur produit. 

15 avril 4885. 

Déterminer algébriquement les tangentes de deux arcs, connaissant la 
somme de ces langeâtes et la somme des tangentes des moitiés des mêmes arcs. 

47 avril 4885. 

Construire un cercle passant par deux points donnés et tangent à un cercle 
donné; — discussion. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



196^'**. — Soit ABC un triangle rectangle et soit D le point 
de contact du cercle inscrit avec l'hypoténuse BG ; démontrer 
que : 

AÂB "" AC/ ~ BD "" CD' 

(Laurens.) 

197. — Les droites, qui joignent les sommets d'un triangle 
ABC aux points symétriques des pieds des hauteurs par 
rapport aux points milieux des côtés, se coupent en un même 
point qui est le point de concours des médianes antiparal- 
lèles du triangle A'B'C obtenu en menant, par les sommets 
du triangle donné, les parallèles aux côlés. (G. Boubals.) 

Nota. — En d'autres termes, le point réciproque de l'orthocentre de ABC 
est le point inverse du centre de gravité, c'est-à-dire le point de Lemoine 
de A'B C. (G. L.) 

* La question 196, déjà proposée (Journal, 1877, p. 224; résolu, p. 351), 
est réitérée. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGCHAMPS. 



IMPRIMERIB CBNTRALB DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIB CMilX. 
■UB BSaaÈRB, 20, PARIS. — • 22670-3. 
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EXERCICES DIVERS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Par Emile liemoloe, ancien élève de l'École Polytechnique. 

{Suite, voir p. 217.) 



LU 

Si Von désigne par m la somme des trois quatrièmes propor- 

,. „ yz xz xy _ ^ , . , 

tionnelles ^^, — , -^ oiie F on peut former avec les trots Ion- 
X y z ^ 

gueurs x, y, z, la relation 

4R8 — 4R'm + Riïi* — 2xyz = o, 

sera vérifiée dans un triangle, 

4^ Si X, y, z représentent les distances du point de concours 
des hauteurs aux trois côtés et R le rayon du cercle circonscrit. 

3S^ Si X, y, z représentent les distances du centre du cercle 
inscrit aux sommets et R le diamètre du cercle circonscnt; 
la 7*elation précédente se décompose en facteurs, «ï y = z. 

3^ Construire dans le cas oii j = z le triangle isocèle ABG> 
connaissant x et j. 

Occupons-nous de la première partie. 

Soit ABC le triangle considéré, w le point de concours des 
hauteurs, A', B', G' les pieds des hauteurs 
on a - odA' = a? = 2R cos B cos G, 

(oB' = 1/ = 2R cos A cos G, 
(ùG = 2 == 2R cos A cos B ; 
d'où m = 2R (cos» A + cos» B + cos» G), 

et xyz = 8R» cos» A cos» B cos» G. 

Mais, dans tout triangle, on a 

cos» A + cos»B + cos» G + 2cosA cos B cos G = i ; 
éliminant la somme des carrés des cosinus et le produit de 
ces cosinus il vient, après calcul, 

4R« — 4wR» + w»R — 2xyz =0 (1^ 

ce qui était à établir. 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. 1885 11 
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Si l'on observe que daos le triangle A'B'C, w est le 
centre du cercle inscrit et que le diamètre du cercle circon- 
scrit est R, la première partie du n® 2 se trouve démontrée. 

Appelons X, (x, v les trois quatrièmes proportionnelles 

yz xz xy 

'x' y' » 
on. aura : 
m = X -f- [x -|- V, 

xyz = X(jLv. 
Si Ton a 

y = », 
il vient 

m = X -p 2[JL 

xyz = Xfii". * 
La relation consi- 
dérée devient 
alors 

4R» — 4 (X + 2[x) R« -f (X + 2fx)*R — 2XiiL« = G, 




ou 







R(R 



X + 2(t\» , V 



j +- = 0. 



Sous cette forme on voit facilement que le premier membre 
devient identiquement nul pour R = -. 



On peut alors mettre le facteur R en évidence et il vient 

' 2 



(K-i)(H.- 



X + 4|A 



2 



R 



+ (**) = o, 



(2R-|)[2R'-(|+4a;)R + 2x»] = o. (2) 

L'équation (i) donne le rayon du cercle circonscrit con- 
naissant a;, y, Zy dans.le cas général; mais elle ne permet pas 
de le construire avec la règle et le compas puisque R est 
déterminé par une équation du troisième degré. 



r , 
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La décomposition en facteurs effectuée dans l'équation (2) 
lorsque y = z, permet, dans ce cas, de construire R ; on a 
les trois valeurs 

R' = ^, 

X 



4x ' 

R'" = y' + 4a?* -- y y/y' + 8a?' 

4X 

Si Ton se propose le problème de la troisième partie de 

l'énoncé, une discussion assez facile montre que : de ces trois 

valeurs pour R, R' ne convient pas, R" convient toujours et 

R'" ae convient que si a? >> j/. 

Nous allons donner une solution directe de cette troi- 

sième partie. 

Soient a, p, y les points où les hauteurs AA', BB', CC 

coupent le cercle circonscrit au triangle ABC. 

On a 05 = coA' == A'a 

y = (oB' = B'p = (oC = C'y 

(oC • (t>Y = (oa . (oA 

iùG . 2y = 2X (2R — x). (3) 

Mais le triangle rectangle aCA donne 

Ca* = aA' . aA ou, puisque Ga = Gw Goo* = x . 2R, 

d'où 

. Gû)« 
2R = . 

X 

Substituant cette valeur dans l'équation (3), on a . 

)G . 21/ = QX ( ■ — 2X), 

d'où 

G<o (Gfa) — y) = 2x*. 

Ce qui permet de construire Ga>, puis CA', etc. 

Les problèmes que nous venons de résoudre dans le 
n® LII sont les questions que nous avons posées aux lecteurs 
de ce journal sous les numéros 131 et 132. 



tû\ 



' 
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NOTE DE GÉOMÉTRIE 

Par M.^Émile Tigarté, élève au Lycée Saint-Louis (classe de M. Vintéjoux.) 

[Suite, voirl[). 224.) 



24. — Parmi les couples de points inverses, en nombre 
infini d^ailleurs, quelques-uns semblent particulièrement 

importants; ce sont : 

1" Le centre de gravité 
et le point de Lemoine (*) ; 

2® Les deux points de 
Brocard (**) ; 

3® Les centres des car- 
ies tangentes aux trois 
côtés du triangle sont à 
eux-mêmes leur propre 
inverse; 

4» Le centre du cercle 
circonscrit et le point de 
concours des hauteurs, ou 
orthocentre (***), 




(*) M. le colonel Mathieu {loc, cit,y p. 403) déûnit le point qu'on a 
nommé, depuis, point de Lemoine, comme étant le point de concours des 
droites qui joignent les sommets au point d'intersection des tangentes au 
cercle circonscrit, menées par les deux autres sommets. — M. R. Tucker [The 
Quarterly Journal of pure and applied Mathematicsy vol. XX, n» 789) donne 
au point do Lemoine le nom de Point symmédian. 

(•*) Voir : M. Brocard (Association française pour V avancement des sciences 
congrès d'Alger,) — M. A. Morel (Journal de Mathématiques Élémentaires 
4883.) Les points de Brocard sont deux points co, «o' pris à l'intérieur du trian- 
gle ABC et tels que 

cûAG = cûCB = wBA = w'AB = cd'CA = lo'BC = a, 
cotg a = cotg A + cotg B + cotg C. 
Les points de Brocard étant ainsi définis. M"* C. A. Scott a proposé 
(Educational Times, Juillet 1885) d'appeler co' le premier point de Brocard, 
o> le second point de Brocard et a l'angle de Brocard. 

(***) Dénomination due à James Booth (A new treatise of some geome- 
trical methodSy 1877) . 
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Soit le centre du cercle circonscrit, AHa la hauteur. 
Prolongeons la bissectrice AE jusqu'à sa rencontre en V avec 
le cercle circonscrit et du point abaissons la perpendi- 
culaire à BG, elle passera par le point V. Le triangle AOV 
est donc isoscële et Ton a 

0lv= OVA 

Les deux droites OV, AHa étant parallèles 

OTV' = VAHa. 
Ainsi OA, AHa sont deux droites inverses ; le centre du 
cercle circonscrit et Torthocentre H sont donc deux points 
inverses. 

25. — On peut trouver la position relative de deux points 
inverses. En effet, on voit immédiatement qu'ils sont toujours 
dans une des positions suivantes : 

i® Tous deux à Tintérieur du triangle ; 

2® L'un dans l'angle opposé par le sommet à l'un des angles 
du triangle, l'autre dans le segment du cercle circonscrit 
qui a pour corde le côté opposé ; 

3® Tous deux extérieurs au cercle circonscrit et situés dans 
le même angle du triangle ; 

4® Un point étant placé sur un côté du triangle, il a pour 
inverse le sommet opposé et réciproquement : Un sommet 
quelconque du triangle a pour inverse un point quelconque 
du côté opposé; 

S^ Si un point est sur la circonférence circonscrite, son 
inverse est à l'infini ; réciproquement : trois droites paral- 
lèles, menées par les trois sommets d'un triangle, ont pour 
inverses trois droites qui se coupent sur la circonférence cir- 
conscrite au triangle. 

En d'autres termes, dans la transformation par points 
inverses, imaginée par M. Mathieu, à la droite de l'infini 
correspond le cercle circonscrit au triangle fondamental de la 
transformation. 

De la position de deux points inverses il résulte que : 

La droite qui joint deux points et celle qui joint les deux 
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inverses sont vues d*un sommet du triangle sous des angles 
égaux ou supplémentaires (*). 

26. — On peut calculer les distances de deux points 
inverses <o, (ù aux trois côtés du triangle par la méthode 
générale suivante (**). 

Soient Ba, 85, Zc los distances du point lo aux trois côtés, 
/ une fonction symétrique et K une constante, on aura 

K h K 1^ 

f / / 
2S = a^a + bi + cS/= K {afa + bf, + cfe) 
relations qui déterminent K, 8a, h, ^c. 

Les distances de . deux points inverses aux côtés étant 
inversement proportionnelles entre elles, on aura pour le 
point lù : 

VA = h'fb = K'fc = K', 

2S = aK' + bh' + cz; = K' (f + ~ + |V 

Va h UI 
relations qui déterminent K', 8/, 85', 8c'. 

Appliquons cette méthode à la recherche des distances 

du point de Lemoine aux trois côtés. Soit un triangle ABC, 

Aa, Bp, Gy les trois médianes antiparallèles, K le point de 

Lemoine. Le triangle ABa coupé par la transversale Gy donne 

By X aG X AK 



Ay X BG X aK 
D'oïl 






AK _ Ay.BG _ Ay /Ba '\ _ ^V^! 4- \ — ^' + ^' 

aK ~ By . aG ~ By \Ga "^ 7 "" â« \6' "^ / â^~* 

Donc : 

K _ aK __ g» _ 0» 

AHa "" AK + aK ■" o« + 6* + c» ~ m** 
Par suite : 

2aS 26S ^ 2cS 

m' m* w* 

S désignant la surface du triangle ABG. 

(*) M. le colonel Mathieu, loc, cit., p. 403. 

(**) M. H. Brocard. Association française, Congrès de Roaen 1883. 
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Dans ce cas particulier, la constante E est égale à la 
surface du triangle et les fonctions symétriques sont : 

.___o ^ _ h f _±_. 
mr W W 

on déduirait de là les distances du centre de , gravité aux 
côtés. 

M. Brocard qui a fait ces calculs est arrivé aux résultats 
suivants que je donne en employant les notations abrévia- 
tives proposées par ce savant géomètre (*) : 

1® Centre de gravité. — Ses distances sont inversement 
proportionnelles aux côtés : 

^ 2S . _ 2S __ 2S 

3a 36 3c 

Point de Lemoine. — Ses distances sont proportionnelles 
aux côtés : 

2oS j^ 26S 2CS 

m' mr m* 

2° Points de Brocard. — Leurs distances sont proportion- 
nelles aux rapports des côtés ; 

^ . ^ ^ 2Sabc b . 2Sabc c . 2Sa6c a 
Foint <o 5a = — — . -, 5b = — -— -, 5c = — T— . - , 

n* c ?i* a n* b 

^ . , , - 2Sa6c c ^ 2Sa6c a . 2Sabc b 

Point û) 5a = — -— . -r, Ob = — -— . -, 5c = -— . - 

n* n* c n* a 



• • 



3** Centre du cercle circonscrit. — Distances proportionnelles 
aux cosinus des angles opposés. 

la = — : : o (6* + c* — «•), et ainsi de suite; 

2n* — p* ^ ' ^ 

ou, plus simplement, 

^ a{m^ — 2a*) __ 6 (m* — 26*) c{m'^ — 2c*) 

^"^ 8S ' ^'" 8S ' '~ 8S • 



(*) Ces notations sont les suivantes : 

a -I- 6 -I- c == 2P a» + 62 ^ c' = w^ 

a»6' H- fr'c' + c'a^ = n* a* + 6* -f c< = p* 

S = >/P (P - a) (P — 6) (P - c). 
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Orthocentre, — Distances inversement proportionnelles aux 
cosinus des angles opposés. 

8a =rr X i^ ■ — ■ ' et ainsi de 

2n* — p* a 

suite ou plus simplement : 

_ (m* — 26») (m* — 2C«) ___ (m^ — 20*) (m* — 2c^) 

^"- 8ÏS ' ^'■" 86S ' 

(m* — 2a') (m* — 26') 

^' = 8^S • 

Le mémoire d'où sont extraites ces formules (*) contient 
encore les distances aux trois côtés de points inverses par- 
ticuliers que Ton rencontre dans Tétude des points et du 
cercle de Brocard. 

(A suivre.) 



MAXIMA ET MINIMA 



f 



DU RAPPORT DE DEUX TRINOMES DU SECOND DEGRE 



Nous avons reçu de M. Vincent, professeur à Vesoul, une 
lettre dans laquelle se trouve une méthode élégante et élé- 
mentaire pour voir à pnori les résultats auxquels conduit la 
méthode habituellement employée. Nous croyons utile de la 
faire connaître à nos lecteurs. 

Soit 

ax^ + 6j? 4- c • 

la fraction donnée ; désignons par 

a, p les racines de Téquation ax^.-\- bx -f- i5 ^^ o 
a, p' les racines de Téquation a'^x* + b'x + c' = o. 
Admettons que les deux équations n'aient pas de racine 

(*) M. H. Brocard. — Loc, cit., Rouen 1883. 
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commune; c'est-à-dire que ron n'ait pas entre les coefficients 

la relation 

{ae' — ca')* — (aU -^ 6a') (6c' — cV) = o 

ou, ce qui est la même chose : 

{66' — 2ac' — 2ca')« — (6» — 4ac) (6'* — 4aV) = o. • 

Gela posé, remarquons que si Ton effectue le produit : 

{aJt + 6a + c) {ap + 6^' + c) 

d b' 
en remplaçant (tp' par —, et a' -f- fî' par ;, on trouve 

CL d 

(aa'« + 6a' + c) (ap'» + 6p' + c) (2) 

_ (gç' -~ cay — (aV — ba'){bc' — cb') 



o'* 



Cette remarque de M. Vincent est la clef de sa discussion 
et Ton va voir qu'elle jette une vive lumière sur la méthode 
classique employée pour la recherche du maximum et du mini- 
mum du rapport de deux trinômes du second degré. 

Résolvons l'équation (1) par rapport à œ, il viendra la 
formule 

„ _ - (b'X -b)± n/PX' - 2QX + R 

^ ~ 2 (a'X - a) ^ •' 

dans laquelle 

P = 6'* — 4a'c' R = 6« — 400 ,,. 

Q = bb' — 20c' — 2ca'. . ^ ' 

Nous distinguerons maintenant deux cas : 

Premier Cas : Q« — ' PR > o 

Dans ce cas les racines du trinôme PA' — 2Qa -|- R = o 
sont réelles et inégales ; nommons-les X', X", et rangeons- 
les par ordre de grandeur décroissante. On pourra mettre la 
valeur de x sous la forme 

_ — (6'X — 6) ± \/P (X ~ X) (l — r) 

2 (a'X — à) 
On voit que cû sera réel, suivant le signe de P, soit lorsque 
X sera en dehors de l'intervalle des racines X', X", soit lorsque 
X sera dans cet intervalle même. X aura, dans les deux 
cas, un maximum et un minimum, correspondant à une 
valeur de x facile à trouver. 

JOURNAL DE HAT H. AlÉM. 1885. 11. 
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Il est facile de voir les conditions que les trinômes doivent 
remplir, pour que Ton se trouve dans ce cas. — D'après la 
remarque de M. Vincent, on a 

• "^ = (aa" + 6«' + c) (ap'« + bp' + c). 

Dire que Q* — PR > o, c'est donc dire que 

(aa'* + 6a' + c) {ap + ftp' + c) > o . 

Or : !• Si a', p' sont imaginaires, cette' condition est rem- 
plie, quels que soient a et P ; car les deux parenthèses sont 
conjuguées et leur produit est une somme de carrés. 

2® Si a et p' sont réels et inégaux, le produit des deux 
parenthèses ne peut être positif que si les parenthèses sont 
de même signe. — Si elles sont de même signe, c'est ou 
bien parce que les racines a, p sont imaginaires, ou bien 
parce qu'étant réelles elles sont toutes deux dans l'intervalle 
des racines a , p' ou toutes deux en dehors de cet intervalle. 

3® Si a , p' sont réels et égaux, la condition est aussi satis- 
faite. Dans ce cas, l'une des racines X devient infinie, puisque 
P = o. Donc le maximum sera -|- ^9 ou le minimum — 00. 
Le cas oii il n'y a qu'un maximum ou un minimum rentre 
donc dans le cas où il y a à la fois un maximum et un 
minimum. 

Second Cas : Q« — PR < o . 

Dans cette hypothèse : 

(aa'* + 6a' -f c) {ap + 6p' + c) 
est négatif, donc les deux nombres ; 

aa* -|- 6a + c, 
ap'^ + bp' 4- c, 
sont de signés contraires. Donc a' et p' sont nécessairement 
réels et il en est de même de a, jB puisque le trinôme ax* 
+ 6x -|- c peut changer de signe. De plus a' et p' donnant à 
ce trinôme des signes contraires, comprennent nécessairement 
un des nombres a, p et un seul. 
Donc : 

Le seul cas où le rapport de deux trinômes du second degré 
n'a ni maximum^ ni minimum est celui oii les racines des deux 
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termes sont réelles et inégales et oU Vintervalle (a, p) empiète sur 
rintervalle (a , p'). 
Dans tous les autres caSy il y a maocimum et minimum. 

J. B. 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA. GEOMETRIE DE LA RÈGLE 

ET DE l'eQUERRE 
Par M. G* de lionf^chainps* 

(SuitCf Toir p. 227.) 



CHAPITRE VII 

TRACÉ DES CONIQUES (CAS GÉNÉRAUX) 

Nous abordons maintenant, dans la géométrie des coniques, 
quelques problèmes plus généraux ; leur exposition complète 
le sujet que nous avons abordé dans les deux chapitres qui 
précèdent et nous nous proposons d'indiquer comment on 
peut effectuer le tracé des coniques, par points ou par tan- 
gentes, lorsque ces courbes sont bien déterminées ; les données 
do la question caractérisant un problème du premier degré. 
Cette partie de la géométrie est bien connue et pour ainsi 
dire classique. On sait notamment avec quelle simplicité 
les théorèmes de Pascal et de Brianchon s'appliquent aux 
constructions des coniques déterminées par cinq points ou 
par cinq tangentes. Mais, sans revenir sur ces solutions, 
nous voulons montrer ici comment ces mêmes problèmes 
peuvent être traités, en prenant pour base les propriétés 
des points et des transversales réciproques. 

Nous devons entrer d'abord dans quelques développements 
analytiques, nécessaires à la démonstration des principes que 
nous appliquerons dans la suite. 
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68. Théorème. — Lorsqu'un point est mobile sur une 
droite A, le point réciproque 0' est mobile sur une conique F 
circonscrite au triangle. 

En effet, Téquation de A, dans le système de coordonnées 
que nous avons adopté, est 

ma + ^iP -)- pY = O» (*) 

Soient (a, p, y) les coordonnées de 0, (a', p', y') celles de 0' ; 

nous avons (§11) 

aa' = pp' = yy'. 

Par conséquent, nous obtiendrons le lieu décrit par un point 

0', réciproque d'un point mobile 0, en changeant a, p, y 

respectivement —, --, — en dans l'équation du lieu décrit par 

« P Y 
0. D'après cette remarque, à la droite A correspond une courbe 

dont l'équation est 

^ + 1 + 1 = 0. (2) 

a p Y - 
C'est une conique F circonscrite au triangle de référence. 

69. Remarque. — La tangente au point G à F rencontre 
AB en un certain point G' ; les points A', B', G' sont, comme 
on le sait, et comme le prouve l'équation (2), situés sur une 
droite A' ayant pour équation 

m n p 
on voit donc que A' est une transversale réciproque de A. 

70. Théorème. — Lorsqu'une conique F e^^ inscrite dans un 
ttiangle ABC : son centre^ le centre de gravité du triangle et le 
point réciproque du point de Gergonne sont trois points en ligne 
droite; de pluSy la distance des deux derniers points est le double 
de celle des deux premiers. 

L'équation d'une conique inscrite au triangle de référence, 
si Ton veut mettre en évidence les coordonnées {««, ê^, y«) 
du point Mo que l'on obtient en joignant les sommets du 
triangle aux points de contact des côtés opposés, peut 
s'écrire 

f^^iy_ I ^ 3gY 2aY 2«p _ ^ 

ato po T«* roTo *oTo *opo 
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La droite de Tinfini ayant pour équation 

a + P + Y = o» 
le pôle de cette droite, le centre de la conique en d*autres 

termes, a des coordonnées qui vérifient les équations 

qui, explicitées, s'écrivent : 

aPyPYayap 



g 



Yo __ êo Yo Oo Yo 



♦:>o 



Yo 



Ces égalités donnent les suivantes : 

a p Y 



Lj^jl ±j^l Lj^r 

Po Y Yo «° ^o Po 

et elles déterminent les coordonnées d'un point û, centre de F. 
Le point Mo', réciproque du point de Gergonne, a pour 

coordonnées —,—,—; pour vérifier que Mo Mo' passe par le 

*o Po Yo 

centre dé gravité G de ABC, point dont les coordonnées sont 
égales au tiers de la surface de ABC, il suffit de reconnaître 
que Ton a 



I 
I 

fo 



I 
I 

Yo 



% Yo Yo ao ao 60 



= o, 



identité que Ton rend manifeste en ajoutant les éléments de 
la troisième ligne à ceux de la deuxième. 

Pour démontrer la seconde partie du théorème, il faut 
calculer d'abord les coordonnées des trois points û, Mo' et 0'; 
ces coordonnées sont : 



pour û, 



êo Yo 



pour G, 



«0 po Tfo 

s 



eic • • • 



^o ■ ^T, V bC • • • , 
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si 

pour Mo' ... a, = , etc ... ; 

III 

- + 7 + - 

^0 po fo 

égalités dans lesquelles S désigne, bien entendu, la surface 
du triangle ABC. 
Ces formules donnent 

2*1 + «8 = 3a, 
Les trois points û, G, M'o étant en ligne droite, celte rela- 
tion établit complètement le théorème énoncé (*). 

71. Théorème. — Lorsqu'une droite A est constamment tan- 
gente à une parabole P inscrite au triangle de référence, la trans- 
versale réciproque A' reste parallèle à une direction fixe; cette 
direction étant celle des diamètres de P ; et régipaoquembnt. 

En exprimant que la conique qui correspond à Téquation 
a* j^ p* y* 2Py 2ay 2a6 

«o" oT* Yo* PoTo aoYo <x.oPo 
est tangente à la droite de l'infini, droite représentée par 
régalité 

a + P + ï = o? 
on trouve 

Oio ^ po ^o ^ ^ 

On peut aussi obtenir cette relation en exprimant que le 
centre de la conique est à l'infini et Ton vérifie, dans tous 
les cas, que les droites qui joignent le centre de la conique 
aux sommets du triangle de référence sont bien trois droites 
parallèles quand l'égalité (A) est accordée. 

On trouve aussi, nous laissons ce point à vérifier, que 
l'équation générale des diamètres de P est 

Aaao + Bppo + Gyyo = o, (1) 

avec la condition 

A +B + G = o; (2) 

et, enfin, que la droite A représentée par l'équation 

(*) On trouvera uoe démonstration géométrique de cette propriété et de la 
suivante dans notre mémoire déjà cité^ 



j 
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* I Pi y 

«0 ^ Po ^/ To 



est tangente à P, si Ton a 



~ + - + - = o. (3) 

m. n p ^ 



72. Théorème. — Lorsqu'une droite A tourne autour d*un 
point fixe Ko (ao , Po> Yo), to transversale réciproque A' enveloppe 
une conique T insente au triangle de référence ABC; fe poini de 
Gergonne qui correfipond à cette conique est le réciproque de Ko,* 

ET RÉCIPROQUEMENT. 

Soit ' 

wia + np -[- Py = o, 
réquation de A; celle de A' est 

h- - = o, 

m n p 

et les paramètres w, n, p vérifient la relation 

wiao + nSo + Plo = ô. 

En cherchant, par le procédé ordinaire, Tenveloppe de A', le 

calcul donne immédiatement 

Cette équation prouve Texactitude du théorème énoncé. 
La réciproque est évidemment vraie. 

73. Remarque. — La conique F étant inscrite au triangle 
de référence ABC, on peut lui appliquer le théorème précédent. 

On reconnaît ainsi que le centre de T s'obtient en joignant le 
point Ko au centre de gravité de ABC, et en prolongeant celte 
droite dune longueur moitié moindre. 

En joignant Ko aux sommets de ABC on a des droites qui 
ont pour réciproques les côtés du triangle ABC. La con- 
sidération de ces transversales particulières prouve que le 
point de contact de T avec BC s'obtient en joignant Kq au 
sommet k et en prenant le symétrique, par rapport au milieu de 
BC, du point d'int&i^seclion de cette droite avec KqA. 
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Cela posé, la transversale A', réciproque de A, a pour 
équation : 

îîïi! + ËËf + ïïf = o. 
m n p 

Les égalités (1), (2) et (3) prouvent que A' est un diamètre 
de P. 

La réciproque est évidente. 

Ces propriétés diverses étant établies, nous allons les 
appliquer à quelques constructions. 

74. Problème I. — Construire une parabole, tangente 
par tangente, connaissant quatre tangentes. 

Soient A,B,G,D les quatre droites proposées. Prenons D' 
transversale réciproque de D par rapport au triangle ABC; 
puis traçons autant de droites que nous voudrons, parallèles 
à D'. Les transversales réciproques de ces parallèles sont 
autant de tangentes à la parabole proposée (§71). 

Si Ton trace des parallèles à D' par les sommets du tri- 
angle, les droites rencontrent les côtés du triangle ABC en 
des points a, p, y; ayant pris les symétriques a, p', y de ces 
points par rapport aux milieux des côtés du triangle, les 
points ainsi obtenus sont les points de contact des droites 
A, B, C avec la parabole (§73). 

76. Problème II. — Construire tangente par tangente 
une conique connaissant cinq tangentes. 

Soient A, B, C, D, E les tangentes données. Prenons encore 
les droites D', E' transversales réciproques de D et de E par 
rapport au triangle ABC. Ces droites D', E' se coupent en 
un certain point P. Que Ton mène par ce point autant de 
droites que Ton voudra, puis que Ton prenne, par rapport à 
ABC, leurs transversales réciproques ; toutes ces droites 
seront des tangentes à la conique en question (§ 72). 

Le problème traité au paragraphe précédent n'est évidem- 
ment qu'un exemple particulier de celui-ci ; c'est le cas oîi 
Ton suppose le point P rejeté à Tinfini. 

Si Ton prend le point réciproque de P par rapport à ABC, 
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le point P' ainsi obtenu est le point de Gergonne de la 
conique cherchée, par rapport au triangle ABC (§ 72). On 
obtient ainsi les points de contact de la conique avec les 
droites A, B, G. 

Enfin, si Ton joint P au centre de gravité de ABC et si Ton 
^prolonge cette droite d'une longueur égale à sa moitié, on 
aboutit au centre même de la conique. 

Il n'est pas nécessaire de faire observer que toutes ces 
constructions peuvent être effectuées avec la règle et Téquerre, 
cette condition étant ici toujours implicitement exigée. 

76. Problème III. — Construire une conique connaissant 
cinq poinU A, B, G, D, E. 

Prenons les points D', E' réciproques des points D et E, par 
rapport au triangle ABC. A tout point M', pris sur D' E', 
correspond un point réciproque M qui appartient à la conique 
cherchée (§68). Gelle-ci peut ainsi se construire point par 
point. 

En prenant la transversale réciproque de D' E' on obtient 
une droite qui coupe les côtés du triangle ABG en des points 
a, (3, y. Les droites Aa, Bp, Gy sont les tangentes à la conique 
proposée aux points A, B, G (§ 69). 

77. Problème IV. — Connaissant trois tangentes com- 
munes A, B, G à deux coniques U et V, trouver la quatrième 
tangente commune, 

Ge problème du premier degré se résout très aisément par 
la considération des transversales réciproques. 

Prenons les droites A, B, G pour former le triangle de 
référence et considérons d'abord la conique U. A cette 
conique correspond un point P, comme nous Tavons expliqué 
(§ 73), et toute droite passant par P a pour transversale 
réciproque une tangente à U. Gonsidérons, de même, la 
conique V et son point correspondant Q. La droite PQ admet 
une transversale réciproque A, cette droite A est la quatrième 
tangente demandée. (A suivre,} 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d*une lettre de M. A. Boutin, professeur 

au collège de Vire, 

... La solution proposée pour la question 325, tome V, 
j"^' série, 1881, n'est pas exacte... 

Nota. — L'erreur signalée par M. Boutin provient d'une 
faute typographique assez grave. Au lieu de l'équation 

proposée page 191 et résolue inexactement p. 399 (loc. cit.)^ 
il faut lire 



\a~\- X \a ~\- X yjx 

a X b 

Cette équation se résout sans difficulté et donne 

de laquelle on peut déduire x. Mais il serait évidemment 
préférable d'effectuer le calcul indiqué, par les logarithmes. 
On poserait 

et on calculerait t par logarithmes. G. L. 



NOTICE BIOGRAPHIQUE SUR BOUQUET 



Les dernières vacances ont vu mourir un mathématicien 
qui, d*un avis unanime, a été l'un des géomètres les plus 
profonds et les plus élégants de l'époque moderne. 
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Comme le dit avec tant de raison M. le Secrétaire perpétuel 
de l'Académie des sciences, dans le discours qu'il a prononcé 
sur la tombe de Bouquet et que nous reproduisons plus loin, 
l'histoire de la science gardera précieusement, et parmi ceux 
qu'elle honorera le plus, les deux noms impérissables et 
inséparables de Briot et Bouquet. A trois années d'intervalle, 
presque jour pour jour, sont morts ces deux hommes que 
l'École Normale avait liés d'une amitié si étroite et qui ont 
passé leur vie dans une collaboration dont on connaît tous 
les fruits. 

J'ai personnellement peu connu Bouquet; pourtant, j'ai pu 
apprécier ses éminentes qualités de professeur dans les 
conférences qu'il faisait, vers 1863, aux élèves du Lycée 
Bonaparte. Il était alors professeur de mathématiques 
spéciales au lycée Louis-le-Grand ; c'est, je crois, peu de 
temps après qu'il quitta cette chaire pour devenir maître de 
conférences à l'École Normale et professeur à la Sorbonne. 
Bouquet était né le 7 septembre 1819; il était entré à l'École 
Normale dans la promotion de 1839 et, en jetant les yeux sur 
les promotions voisines, on trouve celle de 1838 qui a donné 
Briot et celle de 1837 qui a produit Puiseux. Ces trois 
illustres normaliens sont morts aujourd'hui et se sont suivis 
dans la tombe avec une sorte de triste régularité. Briot 
est mort le 20 septembre 1882, Puiseux le 9 septembre 1883 
et Bouquet le 10 septembre 188S! Puiseux et Bouquet étaient 
membres de l'Institut. Si Briot n'a pas eu ce suprême honneur, 
ce n'est pas faute de l'avoir mérité et, comme le dit M. Bertrand 
dans le discours qu'on va lire, si l'Académie des sciences 
n'a pu compter à la fois Briot et Bouquet parmi ses membres, 
du moins « elle doit à leur mémoire les mêmes hommages 
et les mêmes regrets ». 

Voici d'ailleurs ce discours qui rend au grand mérite de 
ces deux savants un hommage aussi juste qu'éloquent. 

ft Messieurs, tous les géomètres de l'Europe étaient conviés 
il y a huit jours à peine à un concours qui sera mémorable. 
Le roi de Suède, admirateur éclairé des sciences mathémati- 
ques, rappelait leurs progrès depuis un demi-siècle et les espé- 
rances qui grandissent chaque jour. Dans un tableau, tracé de 
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main de maître, quelques noms brillent en tête des voies les 
plus nouvelles et déjà les plus suivies. Ceux de Briot et Bou- 
quet occupent la place d'honneur, et cette consécration d'une 
gloire que le temps doit accroître a été pour notre confrère 
mourant une suprême récompense et une dernière joie. 

» Briot et Bouquet 1 L'histoire de la science retiendra ces 
deux noms sans les séparer jamais, et TAcadémie des sciences, 
dont les listes n'en ont inscrit qu'un seul, doit à leur mémoire 
les mêmes hommages et les mêmes regrets. 

» Jamais union scientifique ne fut plus complète et plus 
fructueuse. Liés d'une étroite amitié sur les bancs de l'École 
Normale, ils se retrouvaient, presque à leurs débuts, profes- 
seurs tous deux à la Faculté des sciences de Lyon. L'habitude 
d'étudier ensemble fut bien vite reprise. Les plus difficiles pro- 
blèmes furent abordés. Dans ces conférences de chaque jour, 
presque de chaque heure, leur but était de s'instruire; plus 
d'une découverte semblait naître comme d'elle-même ; sur qui 
tomba d'abord l'inspiration? S'ils ne l'ont jamais dit, c'est qu'en 
vérité ils ne le savaient pas. Ils arrivaient au but, et pendant la 
route souvent longue et pénible, leurs esprits ne s'étaient pas 
quittés. 

)) Tous deux ont glorieusement rempli leur tâche. L'un, 
plus curieux de toutes choses, avait abordé toutes les études 
et laissera, sur les voies les plus diverses, les marques durables 
d'un esprit supérieur ; l'autre est resté le type le plus aimable 
du pur géomètre. La géométrie le délassait de l'algèbre ; le 
calcul intégral de la théorie des nombres. Il travaillait sans 
cesse, publiait peu, mais inventait souvent; ses élèves sont 
nombreux, ils peuvent en rendre témoignage. 

» Il a été dit : « Bienheureux ceux qui sont doux et ceux 
qui sont simples! » Bouquet a possédé ces deux béatitudes. 
Jamais les petits ennuis, les petites déceptions, les injustices 
même, que la carrière des sciences n'épargne pas plus qu'au- 
cune autre à ceux qui s'y distinguent, n'ont fait naître chez 
lui la plus légère aigreur. Trop modeste pour mettre son 
amour-propre de la partie, la résignation lui était facile. 

» Lorsque, trop tardivement au jugement de ses amis, non 
au sien, une justice plus complète lui était rendue, sa joie 
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aurait été sans arrière-pensée s'il n'avait regretté et d'un cœur 
bien sincère, que, pour penser à lui, on en eût oublié d'autres. 
» Adieu Bouquet, excellent confrère, ami toujours dévoué, 
maître incomparable, ta perte laissera parmi nous de longs 
regrets. Tes élèves conserveront de toi un pieux et reconnais- 
sant souvenir. Je n'essayerai pas de dire l'inconsolable dou- 
leur de ta famille. » G. L. 

BACCALAURÉAT ES SCIENCES COMPLET 

(SESSION DE JUILLET 1885) 



ACADÉMIE DE PARIS 

6 juillet. 

1» Deux circonférences et 0' sont tangentes extérieurement, le rayon de 

la plus grande est connu et représenté par R, celui de la plus petite = -t. On 

mène aux deux circonférences une tangente commune AA'. Oa demande de 

calculer en fonction de R Taire comprise entre les deux circonférences et la 

tangente A A'. — Remarque. — On commencera par calculer le cosinus de'ÎOÔ. 

20 Démontrer que le jour solaire vrai est plus grand que le jour sidéral. 

7 juillet, 

!• Démontrer que l'équation du 2* degré en x : 1 i = o 

X — p X — q 

a toujours ses racines réelles, quelles que soient les constantes a, 6, p, q, 

2« Quelle est, en fonction du rayon d'un cercle, l'expression du côte du 

pentagone régulier inscrit? 

8 juillet. 

1* Trouver en kilom. le rayon d^un secteur circulaire dont Pangle == 5^ 
et la surface 25 ares. 

20 Trouver le centre de gravité d'une pyramide polygonale connaissant le 
centre de gravité des pyramides triangulaires. 

9 juillet. 

1» Démontrer que le lieu géométrique des symétriques du foyer d'une para- 
bole par rapport aux tangentes à la parabole est la directrice. 

2* Quelle relation doit-il exister entre les coefficients a, 6, o de l'équation 
ax^ ■]- bx -{■ c = pour qu'une des racines soit le double de l'autre ? 

10 juillet. 

3R 
1** Dans une sphère de rayon R, on inscrit un cône droit de hauteur — • 

2 

Déterminer un plan parallèle à la base du cône coapant la sphère et le cône 
suivant deux cercles dont les surfaces aient une différence donnée ic a'. 
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S* Calculer tg 3a oonnaissant tg o. Pour quelle yaleur de tg a troavera-t- 

oo tg 3a =: o? 

44 juittet. 

lo Démontrer qoe le plus petit eomman multiple de deux nombres est 
égal au produit de ees deux nombres divisé par leur plus grand commim 
diyiseur. 

B G 

2* Calculer dans un triangle : a, tg — et tg -, sachant que 5 = a + i, 

3 
c = a + 2, cos A = --. 

46 juiUet. 

1* TroQTer le lieu des sommets des angles droits circonserits à une para- 
bole. 
20 Définition du soleil moyen, du midi moyen, de l'heure moyenne. 

47 juiUet. 

1» Démontrer que la racine carrée des centaines d'un nombre^ entier est 
égale au nombre des dizaines de la racine carrée du nombre entier. 
2* Résoudre les deux équations cos x + cos i/ = a, cos 20? + cos 2y = b. 

(A Suivre.) 



QUESTION 133 

Solution par M. Ghapron, aspirant répétiteur au Lycée de Versailles. 



Étant donné un triangle ABC et deux points M et Â^ sur le 
côté BG, mener par ces deux points un cercle qui coupe AC en B' 
et en B^, AB en G et G^ de façon que AA', BB', GC concurrent 
en un même point 0'. On voit facilement que AA^, BB^, OCj 
concourent aussi en un point 0^ . (E. Lemoine.) 

Démontrons d*abord que si AA', BB', GG' sont concou- 
rantes, AAi, BB|, GGi concourent aussi. 

On a 

BA' . BAi = BG' . BCi, 

GB' . GBi = GA . GA„ 

AG' . AGi = AB\AB^. 

Multiplions membre à membre et supprimons dans le 

premier membre et dans le second les produits 

BA . GB' . AG', et BG . GA . AB' 

qui sont égaux, puis observons que les droites 

A A', BB', GG' concourent en 0, il vient 

BA, . GBi . AG4 = BG, . GAj . AB^. 
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Ainsi AÂ^, BB^, GGi sont coneourantes. Gela posé, si l'on 




considère le quadrilatère O'G'AB', les diagonales AO', B'G 
divisant harmoniquement la troisième BG, si Ton appelle a 
l'intersection de BG et de B'G', ce point est le conjugué har- 
monique de A' par rapport à B et à G et par suite il est déter- 



miné. 



Mais on a : 

aG' . aB' = otA' . aAj, 
c'est-à-dire que B' est sur la circonférence la transformée 
par rayons vecteurs réciproques de AB, a étant le pôle et 
aA' . aA^ la constante de la transformation. 

Suivant que cette circonférence coupe, touche, ou ne coupe 
pas la droite AG, il y a deux solutions ou une seule, ou enfin 
aucune solution réelle. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



108. — Si on considère les trois ellipses qui ont pour 
foyers deux des sommets d'un triangle et passent par le 
troisième : 

1® La somme des grands axes est égale au double du 
périmètre du triangle ; 
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9? La somme des carrés des demi-petits axes est égale 
au carré du demi-périmètre du triangle; 

3^ Le produit des trois deo^i-peiits axes est égal au pro> 
duit de la surface du triangle par son demi-périmètre ; 

4^ Si <Mi ne considère que les demi-^tipseï^ «datetimiiées 
par leur grand axe et le troisième sommet du triangle ABC ; 
elles se coupent en trois points qui, joints aux sommets 
voisins du triangle forment un hexagone tel que la somme 
de trois côtés non consécutifs est égale à la somme des trois 
autres. - (A. Boulin.) 

199. — On donne deux droites rectangulaires oxc, oy et deux 
droites A, A' parallèles à ox. Par o, on mène une transversale 
mobile A" qui rencontre A en A, A' en A' ; enfin, au point 
A', on élève une perpendiculaire A'I égale à A'A. 

Cela posé, on demande de déterminer la droite A" de façon 
que le rectangle X, obtenu en abaissant de I des perpendicu- 
laires sur ox et oy soit maximum. 

On suppose ensuite que les droites A, A' se meuvent paral- 
lèlement à elles-mêmes, en conservant une distance invariable; 
à chaque position de ces droites correspond un point I, déter- 
miné comme on vient de le voir. Trouver pour quelle position 
des parallèles le rectangle X, correspondant à ce point, est 
minimum. (G. L.) 



RECTIFICATIONS 



!• La dernière page du numéro d'octobre porte qne la question 196 est 
réitérée; j'avais dit et il faut lire retirée. 

2*> Les questions 197 et 188 .qui m'ont été. communiquées par MM. Boulxals 
etVigarié sont identiques. Elles ont été trouvées séparément par Tun et l'autre 
de ces collaborateurs et j'aurais dû, si j'avais pensé à les rapprocher, les 
proposer sous leur signature commune. G. L. 

Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 
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NOTE DE GÉOMÉTRIE 

Par M. Emile WîgWLrïé, ëlè?e airLycèe Saint-Louis (classe de M. Yintéjoax). 

{Suite, voir p. 244.) 



27. — La connaissance des distances des points aux trois 
côtés permet 
d'établir d'une 
manière sim- 
ple etgénérale 
le fait de la 
situation des 
systèmes do 
pointsenligue 
droite (*). 

On trouve , 
ainsi que le mi- b 
lieu (Tun côté^ 

le milieu de la hauteur correspondante et le point de Lemotne 
sont trois points en ligne droite, d*oîi cette proposition 
connue (**) : 




(*) M. Brocard, loc, cit., Roaen 1883. — Journal de Mathématiques élé- 
mentaires, 1883. 

(**) Le théorème de Newton [la droite qui joint les milieux des diago- 
nales d'un quadrilatère circonscrit à une conique passe par le centre de cette 
courbe) prouye, d'une façon générale, que si Von considère un triangle ABC 
et trois droites XA! BB' GC concourantes, les droites qui joignent les 
tniUeux des côtés du triangle ABC aux milieux respectifs des droites 
AX', BB', ce concourent en un même point; ce point n'étant autre chose 
que le centre de la conique inscrite au triangle ABC aux points A', B'et G . 

D'après cela, et comme l'a remarqué M. Lemoine (*), le point de Lemoine 

est le centre de la conique inscrite à un triangle, les points de contact étant * 

les pieds des hauteurs. 

G. L. 

(*) Annuaire de VÀssociation Francaiie, 1874. Voyez aussi Tétude do M. J. Neuberg 
(Mathesis, 1881) sur le centre des médianes aniiparaUèlei, 
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Les droites qui joignent les milieux des côtés aux milieux 
des hauteurs correspondantes sont concourantes. 

Ce théorème se démontre facilement de la manière suivante : 
soient H„, H^, H^, les milieux des hauteurs du triangle ABC, 
on a en effet 

H;Me.H;M5.H;M« HbA.HaC.H B 






Hb Ma. h; m,, h; Mft Hft C. Ha B . He A 
si nous prenons les symétriques des pieds des hauteurs 
par rapport aux milieux des droites AB, AG, BG, nous 
obtenons des points Ha, H^, Ha, tels que les droites AHa, BH^, 
GH'c concourent en un point H^. Il est alors facile de voir que 
HHi est le diamètre du cercle de Brocard du triangle obtenu 
en menant par A, B, G des parallèles aux côtés opposés. 

28. Théorème. — Deux points inverses peuvent toujours 
être considérés comme Us foyers d'une ellipse inscrite au 
triangle (*j. 

Soient axo' deux poin^ts inverses du triangle ABG, wj, w,, a>, les 

symétriques 
de (o par rap- 
port à AG, GB, 
BA. Je joins w' 
a uxdeux points 
WijWa, Les deux 
trianglesûj'Ao),, 
w'Ao), sont é- 
gaux comme 
ayantun angle 
égal à BAtl 
compris entre 
côtés égaux; 
donc les dis- 
tances de 0)' aux trois points (o^, coj, w, sont égales; par 
suite û), (I)' senties foyers d'une ellipse inscrite au triangle. 
Le grand axe de cette ellipse est égal à w'w, . 




«**» 



(*) M. le colonel Mathieu. /oc.,ct7. p. 404. 
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On déduit de là que 

Les projections de deux points inverses sur les côtés du triangle 
sont six points d^une même circonférence, ayant pour centre 
le milieu de la droite qui joint les points inverses. 

Réciproquement : Une ellipse étant inscrite dans un tnangle, 
ses foyers sont deux points inverses. 

Gela résulte immédiatement d'un théorème connu. En 
appliquant ici le théorème 3 on retrouve encore cette proposi- 
tion élémentaire : 

Le produit des distances des foyers d'une ellipse à une tangente 
est constant. 

29. — Dans son étude sur le cercle de Brocard (*) 
M. A. Morel a montré que 

Uellipse inscrite au triangle ABC et ayant ses foyers aux 
points de Brocard^ touche les côtés du triangle aux pieds des 
médianes antiparallèles. 

Par une méthode analogue on prouverait que 

Le centre de gravité G du triangle ABC et le point de Lemoine 
sont les foyers d*une ellipse inscrite au triangle. Les points de 
contact partagent les côtés de ABC en segments proportionnels 
aux carrés des médianes adjacentes ; ce sont donc les pieds des 
médianes antipa7*allèles des triangles BGC!, CGA, ÀGB, 

J'arrête ici cette étude dont le sujet est encore loin d'être 
épuisé. Dans un second travail, qui paraîtra prochainement 
dans ce journal, j'indiquerai d'autres propriétés des droites et 
des points inverses et leurs applications, en même temps 
que les propriétés principales d'un nouveau cercle dont l'idée 
est due à M. E. Lemoine et qui, pour ce motif, est appelé 
cercle de Lemoine. 

En terminant, j'adresse tous mes remerciements à MM. Le- 
moine et A, Morel, qui ont bien voulu mettre gracieusement 
leurs différents mémoires à ma disposition. 



(*) Journal de Math. élém. 1883. — Voir aussi M. J. Neuberg, MathesiSy 
tome I, 1881. 
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VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE 

ET DK l'ÉQUERRE 
Par H. €(»de Ij^Bg^ckamps* 

[Suite, voir p. 251.) 



78. Examen d'an cas particulier remarquable ; 
transformations involutiveSê — On observera que la 
construction çrécédente est en défaut dans le cas particulier 
oïl, parmi les tangentes données, il s'en trouve deux qui 
sont parallèles. L'examen de cette hypothèse exige que 
nous entrions dans quelques développements sur les trans- 
formations involutives, lorsque les coordonnées sont tangen- 
tielles, mais non homogènes. 

Si nous imaginons deux variables 6, vérifiant une relation 
homographique en involution 

A6Ô + B(0 + 0) + C = o, (1) 

nous pouvons distinguer quatre cas : 

i"" AG ;zf o ; (cas général) 

. 2<> A=.o, C;zf o; i 

3** G = o, A ?rf o; > cas particuliers. 

4« A = o, et C = ô; ) 

Dans la première hypothèse, qui correspond au cas géné- 
ral, on peut toujours, par un changement des variables, 
ramener Téquation (1) à la forme 

i' & == A«, 
que nous allons examiner et qui représente l'équation nor- 
male de Tinvolution ordinaire. 

Gonsidérons maintenant, dans un système dont les coor- 
données sont bien déterminées, mais que nous n'explicitons 
pas pour l'instant, deux éléments (droites ou points) M©, M^ 
et supposons que les coordonnées de ces éléments vérifient 
les égalités : 
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si les coordonnées sont supposées homogènes ; ou, dans Vbj- 
pothèse contraire, les suiyantes ; 

Si lélément M^ décrit une certaine figure Fq, Félément 
correspondant M^ tracera une figure correspondante F^, et 
nous pourrons dire, d'après une locution usitée, quQ leA 
figures Fo, F^ sont invohUives; ou que Ta transformation Cimsi- 
dérée appartient au groupe des transformations involtitive^. 

Telles sont les transformations par points et droites réci- 
proques dont nous avons parlé précédemment; telle est 
encore celle que nous allons imaginer pour résoudre la 
difficulté que nous avons rencontrée. 

Nous ferons observer à ce propos, et l'expérience n'en est 
que trop facile à faire, que l'examen des cas particuliers, 
dans la géométrie des constructions, comporte souvent des 
difficultés qui leur sont inhérentes et qui ne se présentent 
pas dans le cas général. Le géométrie descriptive notam- 
ment est pleine des singularités que nous signalons ici. 

Ajoutons que les trois cas particuliers que nous avons 
distingués tout à l'heure donnent lieu, eux aussi, à des trans- 
formations involutives ; mais nous n'envisageons que le cas 
général qui, seul, nous intéresse pour résoudre le problème 
que nous avons en vue. 

79. Transformation involutive dans le système 
des coordonnées parallèles. — Les coordonnées paral- 
lèles (*) peuvent se définir de la manière suivante : 

Si nous imaginons deux droites fixes A, A' dans un plan 
P et, sur ces droites, deux origines 0, 0'; une droite D du 
plan P rencontre A et A' en des points A, A'. En posant : 

OA = w, 0'A' = v, 
on peut dire que u et v, valeurs prises en grandeur et en 
signe, déterminent la position de AA' dans le plan P; en 

(*) Coordonnées pârallâlks et axiales. Méthode de transformation géo- 
métrique et procédé nouveau de calcul graphique, déduits de considération 
des coordonnées parallèles, par Maurice d'OcagnCf élève ingénieur des ponts 
et chaussées, viee-secrétaire de la Société mathématique de France. (Paris 
Gauthier-YiUars, 1885.) 
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d'autres termes, u et t; sont les coordonnées de D. C'est 

le système bien con- 
nu des coordonnées 
tangentielles. On 
peut observer pour- 
tant que, dans cette 
définition, un peu 
plus générale que 
celle qu'on donne 
habituellement, 
rien n'empêche de 
supposer que les 
droites fixes A, A' soient parallèles. On obtient ainsi le sys- 
tème de coordonnées parallèles de M. d'Ocagne. 

Adoptons, dans ce système de coordonnées, les formules de 
transformation involutive dont nous avons parlé plus haut et 
posons 

ttU = h\ vY == ft». 

Dans ces égalités, w, v désignent les coordonnées parallèles 

d'une droite AA'; U,V celles de la droite transformée BB' ; 

déplus, h représente la distance OH des axes parallèles A, A'« 

Mais avant d'aller plus loin, nous devons montrer d'abord 

comment, dans cette transformation, on peut construire la 

correspondante d'une droite, avec la règle et l'équerre. 

Du point A, abaissons AM perpendiculairement à l'axe O'r, 

puis joignons OM et, 
finalement, abaissons de 
H une perpendiculaire 
HR sur OM. Cette droite 
HR prolongée rencontre 
l'axe Ou en un certain 
point B; les triangles 
semblables OHM, OHB 
donnent 

ÔH^ = RM. OB. 
Ainsi nous avons 
OA. OB = h\ 
et nous pouvons, d'après cela, en appliquant cette construction 
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successivement aux points A et A', déduire, avec la règle et 
réquerre, d'une droite donnée AA' la correspondante BB'. 

80. Remarque. — On peut aussi remarquer, et cette obser- 
vation peut servir à vérifier' la construction précédente, que 
deux droites correspondantes coupent la droite des origines 
0,0' en deux points C,G' symétriquement placés par rapport au 
milieu o) de 00'. 

En effet, Tégalité 

OA. OB = O'A'. OB', 

, OA O'B' 

donne = . 

O'A' OB • 

et, par suite, 

CO _ G'O' 

GO' ~ G • 

Cette proportion établit bien la symétrie des points G, G' par 
rapport à w. • 

81. Théorème. — Dans la transformation involutive définie 
plus haut y à une conique F, tangente à la fois aux axes paral- 
lèles et à la droite des origines^ catTespond un point ; et récipro- 
quement. 

Gherchons d'abord l'équation de F, équation qui peut s'écrire 

/K vj = o, (1) 

f désignant une fonction algébrique du second degré par 
rapport aux lettres m et i;. A une valeur donnée pour u, corres- 
pondent pour V deux valeur^s, mais l'une de ces valeurs est 
infinie. Gette observation s'applique aussi à la variable t; et 
l'on voit ainsi que f ne doit renfermer ni le terme en u', ni 
le terme en v^. De plus, l'équation (i) doit être vérifiée par 
w = o et t? = o ; finalement l'équation de F est donc 

Kuv + Bu -f- Cv = o. 
Transformons cette égalité au moyen des formules 

uY=h\ vY = hK 
A une droite A (w, v) tangente à F, correspond une droite A' 
(U, V) dont les coordonnées parallèles vérifient constamment 
la relation 

AA« + BV + GU = o. 
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Une propriété élémentaire bien connue, relative aui bases 
d'un trapèze coupé par une droite qui leur ^st parallèle, 
prouve que A' passe par un point fixe. 

Sans pousser plus avant la transformatioii précédente on 
voit le parti qu'on en peut tirer pour résoudre, dans le casF 
particulier que nous venons d'envisager, le problème qui a 
pour but la construction de la quatrième tangente commune 
à deux coniques F^ T" lorsqu'on suppose connues les trois 
autres tangentes communes, dans le cas particulier oîi, parmi 
celles-ci, deux se trouvent parallèles. 

Aux coniques proposées correspondent deux points (7, O, 
qu'on déterminera d'abord en considérant, pour chacune 
d'elles, deux tangentes et leurs transformées. A la droite (TO* 
correspond une droite A qui est la tangente demandée. 

82. Problème. — Étant données quatre droites, deux à deiix 
sécantes, tracer, tangente par tangente, la parabole P inscrite 
au quadrilatère qu'elles constituent. 

Soient A^, A,, Aj, A^ les quatre droites proposées; considé- 
rons trois d'entre elles A^, A^, Ag et prenons la droite A4 trans- 
versale réciproque de A4 par rapport au triangle A^AjAg. Si 
nous traçons une droite mobile A5 parallèle à A^, là transver- 
sale réciproque A5 enveloppe une conique inscrite au quadri- 
latère A1A2A3A4 et dont le centre est à l'infini (§71); c'est 
précisément la parabole P. 

Les points de contact de P avec les droites Aj, Aj, Aj s'ob- 
tiennent très simplement;^ on mène par l'un des sommets 
(A,,Aj) une paralèlle à A4, laquelle rencontre A3 en un cer-. 
tain point A; on prend ensuite le point A' symétrique de A 
par rapport au milieu du côté Aj du triangle A^A^Aj ; le point 
A' est l'un des points de contact cherchés. On détermine de 
même les points analogues. 

83. Problème. — Étant données deux coniques T, y définies 

par cinq points 

A, B, C, D, E; A, B, G, F, G; 

et possédant, par conséquent, trois points communs A, B, C; 0» 

propose de trouver le quatrième point commun aux deux coniques. 



Ce^ j^oblème, qui est le corrélatif de celui qui viest -de nous 
occuper, se résout par une méthode toute ^ecablâble 4 celle 
que nous avons employée pour trouver la quatrième taugente 
commune à deux coniques, connaissant les trois autres. On 
substitue seulement, à l'idée des transversales réciproques, 
celle des points réciproques et l'on raisonne comme il suit. 

Prenons Le triangle ABC comme triangle de référence et 
cherchons la transformée de la figure proposée, par 1^ mé- 
thode, des points réciproques. 

A la conique F circonscrite au triangle de référence corres- 
pond une droite V déterminée par les points D\ E', récipro- 
ques des points D et E, De même, à y correspond une droite •^' 
passant par les points F', G', réciproques des points F, G. 

Les droites F' et y se coupent eu un point <p'; le point ©. 
réciproque de cp', est le point cherché. 

Les constructions auxquelles nous faisons allusion, iei jeu- 
vent toutes être. effectuées avec la règle et l'équerre; mais on 
les abrège singulièrement si l'on s'accorde l'usage du com- 
pas à pointes sèches, instrument qui permet de déplacer, 
sans tracer de lignes, une longueur donnée. 

Le tracé des coniques par points et par tangentes, les pro- 
blèmes nombreux qui s'y rattachent, exigeraient peut-être de 
plus amples développements. Mais cette géométrie est trop 
connue pour que nous croyions devoir nous y attarder ici 
davantage et, après avoir dît ce que nous croyons nouveau 
sur cette matière, nous voulons aborder maintenant la déter- 
mination du centre dé courbure. (A suivre.) 
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Cours de mathéhatiques ixiHEifTAiBES. Eléments de géométrie (cinquième 
édition, 1885) ; Exercices d'arithmetiqtie, 3« édition; Eléments d arithmétique^ 
4« édition; par F. I. C. (A. Marne et fils, Poussielgoc frères, éditeurs). 

J'ai déjà eu l'occasion (*) de faire l'éloge des Exercices de géométrie descrip- 
tive du même auteur. Les qualités que j'ai e^ le. plainir de c^nstiter âaui 
l'ouvrage que je viens de rappeler se retrouvent dans ces trois livres qae 
nous signalons à nos lecteurs en les lear recommandant. 

Les Éléments d'arilhméUque contiennent une foule d'exercices résolus et 



(*) Journal do Mathématiques spéciales, aun^e courante, P« U7. 
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dont le côté pratique nous paraît digne d'être remarqué : les questions de 
change, d'intérêt, et les approximations numériques sont particulièrement 
bien développées et avec une grande clarté; mais rintrodoclion des fractions 
décimales périodiques ne nous paraît pas faUe avec la rigueur nécessaire. Il 
y a là certainement un point délicat, et nous ne pensons pas qa'j] soit 
possible de l'exposer, en le mettant à l'abri de toute objection, si l'on n'in- 
troduit pas l'idée de la progression géométrique indéûniment décroissante et 
celle delà limite. Dans l'ancien programme d'arithmétique pourradiftissioD 
à l'École Polytechnique, l'étude des progressions arithmétiques et géométriques 
précédait la recherche de la fraction ordinaire équivalente à uiie.iitaGt9K)n 
décimale périodique et, en bonne logique, il doit en être ainsi. 

Les Exercices d'arithmétiqtie complètent le volume précédent; le titre dit 
a3sez quel est le but qu'ils se proposent et qu'ils nous paraissent avoir atteint. 
On y trouvera de nombreux problèmes résolus et aussi la démottsti-atlon 
des principaux théorèmes de l'arithmétique supérieure, notamment eeui de 
Fermât, d'Euler, de Wilson et de Lamé. Ils contiennent aussi beaucoup de 
questions théoriques sur la divisibilité, les nombres premiers, les approxi- 
mations numériques, etc., particulièremeftt utiles aux candidats au|[, féales». 

Les Éléments de géométrie sont suivis d'un appendice qui donnp à l'ouvrage 
sa note moderne. La théorie des transversales, les propriétés du rapport 
nnharmonique et des ponctuelles homographiques ; les théorèmes de Pascil 
et de Brianchon, dans le cis du cercle; la transformation par Ggures 
inverses, la théorie des axes radicaux, toutes choses qui «ont anjortd'liui 
tombées, et fort heureusement, dans le domaine de renâeignementsecoodaiM 
y sont exposés sobrement, mais très clairement. Ces éléments de géométrie 
se recommandent par leur partie é'émentaire aux candidats aa bacicalauréat 
et p3r les développements qui y sont annexés aux élèves qui se destinent à 
l'École de Saint-Cyr ou aux cours de mathématiques spéciales. 

Les dernières pages de ce livre sont consacrées à l'exposition de quelques 
propriétés saillantes des surfaces du second degré et de quelques courbes 
remarquables : la spirale d'Archimède, la cycloïde, etc. Enfin, fav^nt-dernier 
chapitre traite de l'évaluation de quelques volumes par la méthode de là 
sommation et, pour satisfaire à un côté qui n'est jamais perdu de vuadans 
cette remarquable collection, un dernier chapitre présente des applications 
pratiques et des exercices numériques nombreux et bien choisis. G. L. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES COMPLET 

SESSION DE JUILLET 1885 (Suite) (*). 



ACADÉMIE DE PARIS 

SO juillet. 

La quantité h étant donnée, quelle valeur faut-il donner à k pour que 
^. Ah + i) x^ + hx -{- h ^ ^ ' 

l'inégalité . , ^ , ^ > fc ait lieu pour toutes les valeurs posi- 

X "-p* X "7" I 

tives et négatives de x. 



(*) Voyez les autres énonces de celle session dans le précédent numéro, p. 26K 



' ■ V juillet. 

.1» Yciuffle du segment sphéri que* 

' Â A ' A 

. 2** Calculer sia — , cos --, tg - en fonction des côtés o, 6, c du triangle ABC. 

' 2 2 2 

a^ juillet. 
l» Démontrer et définir les propriétés des trièdres supplémentaires. 

CL 

' 2*» Oa donne tg — = 6, calculer sin a et cos a. 

a 

:8J juillet. 

l'I^ Déteffmmer p et q dana le trinôme du 2» degré a;' -f- pa? + 9^ de 
manière que la valeur minima du trinôme soit égale à a et que ce trinôme 

prenne pour a: =:=- la valeur b -)--, a et 6 désignant des nombres donnés. 

2 4 

2» Démontrer que si le numérateur et le dénominateur d*une fraction sont 
dfiûî nombres entiers premiers entre eux, la fraction est irréductible. 

' ' ^4 juillet. 

><1^ Prourer que la directrice d'une parabole est le lieu des points d'où l'on 
peut mener à la courbe des tangentes rectangulaires. 

2*» DéSnition du mouvement uniformément varié. Loi de la vitesse. Loi de 
l'espace dans le cas le plus général où la vitesse n'est pas nulle à l'origine. 

S3 juillet. 

.1^. Résoudi^ le syjïtème d'équations : 

sin ic -f sia î/ = 2a sin a, cos a? + cos 3/ = 2a cos a. 
a^et a étant donnés* — Conditions de possibiUié. 

2««' Volume du tronc de prisme triangulaire. • 

^ Sf7 juillet. 

"l* Partager 88» 21' 33" en parties proportionnelles à 3,2, 5,8 et 8,5. 

2' Trouver la surface de la zone sphérique dans une sphère de rayon de 
6 mètres. A quelle distance du centre de la sphère faut-il mener un plan pour déta- 

* 

cher une calotte sphérique dont la surface =r: le - de la sphère entière? 

^8 juillet. 

1® Trouver la valeur de tga? d'après l'équation ig-x^k tg (x + a) \g{x^a). 
discuter la solution et trouver sans table de logarithmes la valeur de x quand 
k :=^ i. 

S' Définir la latitude d'un lieu à la surface de la terre et expliquer comment 
on arrive à la mesurer. 



276 



iOUBnirL DB MAl'KâMATfQOniS' ÉftÉHinfTIiIRES 



QUESTION 437 

HhlIwÉiCMi p iV M. J.-B . PflRElN . ' .: •> > l u l o^ 



Bl- 




/ 



^x 



fl> 



On considère deux droites rectangulaires Ox, Oyet une droite 

A parallèle a'tOx. 

/ce Par un mèn^'iàfit 

I / tramvermle moWe 

A' qftt» coupe A ^en Ji. 
/)e 0, comme centre, 
^ avec A comme rayon 
on décrit un cercle 
qui rencontre Ox en 
B; par B, on mène 
une parallèle à Oy 
et cette paj^allèle ren- 
contre A' en M. Dé- 
montre}' que si l'on 
projette M surOy en B'elO^en I sur BB', fe Ket* dw jrçm/ I est 
une circonférence. (G. L.) 

Soit C le point oîi A coupe Oy, 

OC OA 
Les triangles semblables OGA, OB'M donnent ^r^' = 77—. 

OB OM 

Or, 01 étant la hauteur du triangle rcv*tangle OBB', on a 

_ OB^_Ojr _ OA_^_OB| 

"" BB' ■" ÔM~' 

17 1 , OA OC ., , 

En remplaçant -r—r par -^^ il reste 

UM UB 

., .01 :=r OG. . 

• Ainsi 01 est constant et le lieu du point I est la circonférence 

de centre et de rayon OC. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Voigater, du lycée die, ^'wcy 
Ghiiproa, à Bar- sur Aube; A. Teisâier, élève au lycée de Nice. 
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QUESTION 145 

Solution par M. S. MAZEMAriN, élève ée iioUiéfnatiqaes élémentaires 
au Lycée de Lille (classe de M. Lefebvre). 



Démontrer qu'une corde A, normale à une parabole P, est 
égale à qucUre fois la portion de tangente A' parallèle à A ; cette 
portion étant comptée depuis le point de contact jusqu'au point 
de rencontre de A' avec la directrice. (G. L.) 

Soit AB la normale en A; CD la tangente parallèle; la 




droite AC est la tangiuite en A. Du point D, abaissons une per- 
pendiculaire sur AB ; le rectangle ACDE donne AD = CE. 
La diagonale CE, passant par le milieu de la corde des con- 
tacts AD, est parallèle à l'axe. D'autre part, joignons le milieu 
G de AB au point de concours H des tangentes en A et B; 
cette droite HG est parallèle à Taxe de la parabole et passe 
par D, puisque CD est une tangente parallèle à la corde AB» 
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Ainsv*CË etI>G sont parallèles, et le guadriiatère CDGE 
est lin parallélogramme. Oa a donc GB =3:"DGr; jMir suite 
DA = DG. Le triangle ADG est i$oscèie et, le pâed E de la 
hauteur DE est le milieu^. de AG; il en résiilt^ que . 



CD = AE = ^ = M. t -::: .. 

24 

Nota. — Solqiîons- aualegues par MM.'.'Lonis ëimo^, aa\ collège»- Chaptali; 
GhaproD, maître d'études au coUèg& de Bar-âur-Aobe; Tb. ^(^arooiDei, au coF- 
lèû:eChaptaU , . " 



Il . ■«■! ->, 



".•.."■;.■.'••.. <|UESTION •152 . • ^...■- .:•':. 

Solution par M. Emile Vigarié, élève au Lycée Saint-Louis' ' '•' ' ' 

[classe de M. Vintejouxj. 

Dévhontref'f identité . ... , .,. ; : . v. 

- (E. Catalan.) 

Désignons, pour abrégier,4esi qiiahlités entre crochets par 
A et B de içorte que» < . i. -■ ■ î ;. .<•' « \ u^',>uiiué 

iZ;*'»+2 _|_ y4n+2 3S A* + B*. 

^On a , 

* ta quantité entre parenthèses est la somme d*une progrès- * 
sion géométrique dont le premier terme est cc^^~^y^ et' ïai 

raison (^-.—j;.p^f^ujte , . .^ . . .,...> 



On a, de même, 



B^z- 



y 



2« + l _ 



o 



^I |y>ç2n+2 _|, q:;2^2n + l-|2. 



1-. 



De ces égalités on déduit 






; ,„ A.-i-B. = ,a..-.. + j«,3:^(_^;.::,) 



'» 



) • 






319' 






'}■ 



ou bien 






^-iy 



;4n+2v 
4n+2y 



4-. 






(x* + y*)* Vqp y2»»+*ar^»+2 4. ir«t/4«+i zp y2A+2^2«+4 ^ ^Yii+2J. 
Les deux derniers termes du second membre sont égaux 
et de signes contraires et ton a. .finalement Tidentité évi- 
dente : .. { . . . / iiof.'»;.,^ 

a;4n+2 ^ yin+2 ;=:,.,a^n+2 _^ yin+S^ 

Nota. — Nous avons reçu une aulre_sûluliûn de M. Chapron, maître d'études 
«nu collège de Bar-sur-Aube. M. Chapron vériGc très simplement l'identité 
en question en faisant passer dans le second membre les' tet«n68«a::^9tiy^«M-2. 
L'identité s'écrit alors : * - • / 

(A + a;2n+i)(A — ir2«+i) + (B + 3/2»+i)(B — î/2n+i) :=: o, * 
et sous- cette forme elle est rendue manifesté quand on a fciit la somme dés 
prô^resaions géométriques qu i. existent dans les diverses p^teirtbèsés.' . - 



- .« 



QUESTION 154 ■,- . 

fiïolntioii par M. G. Lamt, à l'Institution Sainfe^-Harle (Sesançéii); 



j / 



I t • 



Etant donné un triangle rectangle ABC, rnener une droite 
anliparaïlèle à Vhypoténuse CG de manière que la partie DE 
comprise entre les côtés de V angle droit soit égale à la somme des 
perpendiculaires abaissées des points D et E sur Vhypof^énuse. 

Supposons le problème résolu, et soit DE la irrite (deman- 
dée. Du milieu M, de 
DE, abaissons MN per- 
pendiculaire sur BG ; 
cette droite passera par 
le milieu N de FG et 

. , ,DF+EG 
sera égale a ■ , ^-^ 

et aussi, d'après l'hypothèse, à DM ou àME. Tirons MA; le 




280. 
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triante DMA: est .un triau^te isoscèle,-puisipie:-M:-«esl Ife 
milieu de DE à&m 1q triaiigle rectangle DAC ; donc l'angle 
MDA, ou l'angle G, est égal à Tangle MAD et, d'après .un 
théorème connu, AM pralongée géra la hauteur issue au. 
sommet A et se confondra avec la perpendiculaire MN. 

Ainsi, le quadrilatère ADNE est un rectangle.' 
-De là- la. construction- suivante.: par le point -N^-pi^- de 
la hauteur issue du sommet A on mène des perpendicu- 
laires ND et NE sur les côtés de' Tangle droit; DE est la 
droite demandée. 



»..#' 



Nota. — Ont résolu la même question : MM. Voignier; Drago, élève au 
lycée de Marseille; Blessel, conducteur des ponts et chaussées, à Paris ; Yigarié, 
élève au lycée Saint-Louis [classe de M. Yintejoux); H. Pasquet, élève «.au 
lycée de Vanves, 



QUESTION 155 

jlk>latioii par M. G. Laht, élève à Tlnslitut Sainlé-Mdrie (Besançon). 



Par un point P pris sur le côté AB du triangle ABC, mener 
une droite telle que la partie PQ comprise entre les côtés AB et 
AC soit égale à la somme des perpendiculaires abaissées des points 
P et. Q sur BG. 

Supposons le problème résolu et que PQ soit la droite 

demandée. Du point M milieu de PQ 
abaissons MN perpendiculaire sur BG, 

cette droite passera par le milieu N de 

PR -4- OS 
RS, sera égale à J—L^ et d'après 

rhypothèse à PM et MQ. Le cercle décrit 
du point M comme centre, avec MP 
pour rayon, passera par les points P et 
Q, sera tangent à BG, et coupera le c6té 
AG du triangle en un second point H, 
pied de la perpendiculaire menée du 
point P sur BG; ce cercle passe donc 
par deux points fixes P et H et est 
C tangent à une droite fixe BG. On est 
ainsi ramené au problème ; faire passer par deux points P, 
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H un «ercle tangent à la droite BG. La solution et la discus- 
sion de ce problème sont connues; la question proposée est 
dodic résolue. 

-Nota, -^ Aati«5 soiations |Mir BOf. Vigarié, élère au lyeêe Saint-Louis et 
Auguste Teissier, élève au l^cée de Nice. Ces solutions ont le tort de faire 
intervenir la parabole dans le tracé qu'elles indiquent. 



' " ■ '■■■ ' ■" "!''■-■ ' ' . .1 J I L I 



«il ■ >i ■ 



. : QUESTION 156 -: 

diolvIioM par M. Charles Edouard, au Lycée de Bar-le-Duc. 



Un triangle ABC est tel que Von puisse, pur le point A, -mener 
une sécante AD, faisant avec AB Fangle BAD, tiers de V angle 
BAC, en même temps que le point D détermine sur BC un seg-- 
ment BD, tiers du côté BC. Démtmtret que la longueur des 
côtés vérifie la relation » ..«.u. >^ 

a«b* = (b« — c«)(b« + 8c«). 
En effet, dans le triangle ABC on a 

a' = 5* + c* — 2bc cos A ; 
puis, en multipliant les deux membres de cette égalité par &*^ 

a*6» = 6* + 6V — 2b^c cos A. . (4) * 

Il faut déterminer cos A en fonction de b et de c. Or les 
deipx triangles ABD et ADG ayant même hauteur sont entre 
e\x^ comme leurs bases; on a donc 



-AB . 

2 


AD sin a 

I 


-AD . 

2 


AC sin 3<x 

c 
cos a = — ; 





et 

mais A = 3a, d'ob. cos A = cos 3a. 
Ainsi cos 3a s'exprime rationnellement en fonction de cos a 

cos 3a = 4 cos' a — • 3 cos a, 

, 4C» — 36«c 

cos A = -^ 77— •. 

Portant la valeur de cos A dans (1), et simpliflant, il vient 

0*6» = 6* + 6»c* — 8c' + 66*c», 
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a«5« = 6«(4« 4- 8c«) — c«(6* + 8c«), 
a«6« =(6* — c«)(6« +8c*). 

Nota. — Solutions analogues par MJM. Baudrand, élè?e à rinstitution 
Sainle-Marie (Besançon) ; Vigarié, élève au lycée Saint-Louis. 

QUESTION 157 

Solution par M. F. Taratte, élève au Lycée Saint-Louis. 



On donne un triangle ÂBG et une droite qui coupe BG en a, 
AG en p, BA en y ; soit un point du plan et A', B', C' les 
points oii OA, OB, OG coupent respectivement BG, AG, AB ; 
soient : Ci te point ou A'p coupe AB, a^ le point ou B y coupe 
BG, b^ le point où C'a coupe GA. Démontrer que les trois droites 
Aaj, Bbj, Gci sont concourantes. 

Les transversales A'ci, aft^, a^ B' donnent dans le triangle 

ABG : 

A'G CjB SA 

A'B ^ c,A ^ fjG ~" ' 
afi yB B'A 

ajB ^ yA ^ B'G ~ ' 
6,A aC G'B 
6iG '^ aB '^ C'A "~ 

En multipliant les égalités membre à membre, il vient 
aG yB SA c,B bjA a^G 
aB -^ yA -^ pG ^ c,A "^ ô^G «iB 

A[G g;b B^A _ 

^ A'B ^ G'A ^ B'G "" ^* 

Or le produit des trois premiers rapports est égal à i, car 
il exprime que a, p, y sont en ligne droite ; le rapport des trois 
derniers est égal à — i, car il exprime que les droites AA', 
BB', GG' sont. concourantes, il reste donc 

CjB * è-A afi 

c,k^ bfi ^ a,B 
ce qui prouve que les droites Aa^, Bô^, Gq, sont concourantes. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Chapron, maître d'études au col- 
lège de Bar-sur-Aube ; Vigarié, élève au lycée Saint-Louis ; A. Teissier, 
élève au lycée de Nice; G. Laniy, élève à l'institution Sainte-Marie (Besançon). 



JODBnAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMBNTAiaES ^3 



QUESTION 164 

Solution par M. Giovanni Russo, professear à l'École technique 

de Gatanzaro (Italie). 



Si 1, m, n sont les perpendiculaires abaissées du centre du 

cercle circonscrit sur les côtés d'un triangle; démontrer que 

Von a 

/a ^^ b , c\ abc 

"^ \ï "^ m "^ nj "" ïmn • 
En effet, r désignant le rayon du cercle circonscrit, on a 
al = r* sin 2A ; bm = r* sin 2B ; en = r* sin 2G ; 
a b c 

et ' — 4 ~-~ '• Tri ^~* f^ • 

2 Sin A 2 sm B 2 sm C 
11 en résulte 

a* sin 2A , 6' sin 2B c' sin 2C 

al = :— -7- ; bm = — -r-r-^ ; en = 



ou : 



4 sin» A ' 4 sin'» B ' 4 sin» G ' 

a 4 sin» A 



l sin 2A 



= 2 tang A, 



b 4 sin» B ^ T^ 

- = —. ^ = 2 tang B, 

m sm 2B 

c 4 sin' G ^ , ^„ p 
- = — : —- = 2 tang L. 

n sm 2G 
De là on déduit que 

7 + ::;: + ;: = ^(^^^s -^ + *^^s ^ + ^^^s c) 

l m n 

et 7 — = 8 tang A tang B tang G; 

tmn 

mais A -}-I^ + Cî = 7î;ona donc par une propriété connue: 

tang A + tang B + tang G = tang A tang B tang G, 

ou, finalement, 

f^ i_ ^ j_ ^\ ^f^^ 

\l m nj Imn * 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Chapellier, élève au lycée de 
Nancy; L. Brunet, élève au lycée de Rouen; J. Chypron, maître d'études au 
collège de Bar-sur-Aabe ; Blessel, conducteur des travaux, à Paris ; Jules Rappe, 
pensionnat des Frères Maristes, Paris-Plaisance. 
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QUESTION 165 

SolntioB par M. Giotanni Rdsso, professeur à TËcole technique 

de Catanzaro (Italie]. 



ABCP, DEFQ sont deux circonférences concentriques; ABC, 
DEF sont deux triangles èquilaXéraux quelconques inscrits dans 
ces deux circonférences, P et Q un point pris sur chacune de 
ces circonférences. Démontrer que Von a QA* + QB" -j- QG* 
= PD« + PE» + PF«. ' 

Je démontrerai d'abord le théorème suivant : 

Si l'on a un polygone circonscrit à un cercle et si l'on joint 
un point P de son plan avec les points de contact des différents 
côtéSf la somme des carrés des distances^ muitipliées respective- 
ment par les côtés correspondants, est constante pour tous les 
points de la circonférence concentrique à la circanférenee donnée, 
ayant pour rayon PO. 

Pour abréger, je suppose PO = R et j'appelle y le rayon 
de la circonférence donnée, hn un des côtés du polygone, 

P„ son point de contact avec le cercle et d» la distance PP». 
Alors dans le triangle POPn j'ai 

dnV= R" + f— aRy cos (PO, OPn). 
Du centre je conduis la ligne droite s perpendiculaire 
à PO ; de sorte que les deux lignes droites PO, OP» étant 
perpendiculaires : Tune à s, et l'autre à K, on a 

cos (PO, 0P„) = cos (ftn, s), 
par suite 

dn' = R' + f — 3Ry cos (ft„, s), 
ou 

d„« Xhn = (R» + t") hn — 2Rr& cos (hn, s). 

En sommant cette égalité avec les autres que l'on aurait 
de la même manière, on a 
Sdn' X ftn = (R* + y') X SAn — aRy x S/i„ cos (fc„, *). 

Or SA„ cos (hn, 5) est nul. D'après le théorème des projec- 
tions, j'ai donc 
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Dd,» X An = (R^ -f Y*) X SAn, " 

et cette égalité démontre le théorème. 

Si le polygone est régulier, l'égalité qui précède devient 

simplement . : - 

Sd„« =2 n (R« 4- Y«). 

Dans notre cas on a donc 

2A* + 2B« + 2G* = PD» + PE* + PF« = 3(R* + f"). 

Nota. — Autres solutions par MM. L. Bninet, au lycée de Rouen; Piacot, 
à l'Institution Sainte-Marie à Besançon ; Ghapron, maître d'ëtudes au collège 
de Bar-sur-Aube; Drago, lycée de Marseille.' 



i t l - 



QUESTION 166 

SolotloB* par M. H. Brocard. 



Si A, B, C sont les angles d^un triangle^ les angles X, fx, v, 
que font entre elles les médianes de ce triangle^ sont données par 
les formules 

3 cotg X = cotg A — 2 cotg B — 2 cotg G ) 
3 cotg fx = cotg B - 2 cotg G — 2 cotg A > (1) 
3 cotg V = cotg C — 2 cotg A — 2 cotg B ) 

(Hadamard.) 

2 

Les longueurs BQ = y etGQ = z sont les - des médianes 

issues des sommets B et G, et le triangle BGG est le tiers 
du triangle ABG. On a donc les relations 

7 + 9^ = «« + c% 

7 + 97=a' + 6S 

a* = y' + «* — 2ys cos "k, 
2S = 3y3 sin X, 

d'oîi 

S 
a* = 2/* + 2' — 4 3 cotg A, 

et 
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2a* -{- 2c* — 6* -}- 2û* + 2&" — c* — 9a" 

OU 

3 cotg X = — ^ i — i—— i :— L i, (2) 

26c cos A — 4.ac cos B — 406 cos G 

3 cotg A- — , 

« . . 6c cos A. 2ac cos B 2a6 cos G 

3 cotg A = : , 

hc sm A ac cos B ab cos G 
3 cotg X = cotg A — 2 cotg B — 2 cotg G. 

C. Q. F. D. 

L'expression (2) peut s'écrire aussi 

, . m* — 6a* , 3a* 

3 cotg X = — = cotg a — —, 

en posant 

a« ^ fta ^ e* = w« 

et 

cotg a = cotg A -f- ^^^ë ^ + ^0% G' 
L'on a, également, 

3 cotg X = co(g a — 3 cotg B — 3 cotg G. 

5a 
3 cotg X = cotg a — -75-, 

Ha désignant la hauteur issue du sommet A, de sorte que 

— = cotg B + cotg G, 

relation connue. (Voir Mémoire du Congrès d'Algei\ § 10, et 

Journal de Mathématiques élém£ntaires, 1883, p. 169.) 
Des équations (1) l'on tirerait pour cotg A, cotg B, cotg G, 

des équations de même forme : 

3 cotg A = cotg A — 2 cotg [x — 2 cotg V, 
3 cotg B = cotg |x — 2 cotg V — 2 cotg X, 
3 cotg G = cotg V — 2 cotg X — 2 cotg [A, 

d'où l'on conclut, comme des précédentes équations, 
2 cotg X = — cotg a = — S cotg A, 

relation rencontrée ici, probablement pour la première 

fois. 
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L'expression cotg A — 2 cotg B — 2 cotg G peut s'écrire 
sm B sin G cos A — 2 sin Âl sin G cos B — 2 sin A sin B cos G 

sin A sin B sin G 
ou 

sin' A + sin B sin G cos A — 3 sin* A 3 sin A 

sin A sin B sin G sin B sin G* 

(Voir Journal de Mathématiques élémentaires, 1883, p. 35.) 

Remarque. — En nous envoyant la solution précédente, 
M. Brocard nous fait observer que les relations (1) ne sont 
pas nouvelles; on les trouve dans les Questions de trigono- 
métrie rectiligne par Desboves, 1877, p. 78, n" 20. M. Brocard 
ajoute : 

ft 11 y a néanmoins intérêt à indiquer la réciprocité 

observée entre cotg A, cotg |x, ... et cotg A,... On l'explique 

facilement en observant avec M. J. Neuberg qu'il existe un 

triangle dont les côtés sont parallèles et proportionnels aux 

médianes de ABG et dont les médianes sont parallèles aux 

côtés de ABG. » 

G. L. 

Au moment de publier cette solution, M. Brocard nous 
adresse une autre indicatiou bibliographique qui se rapporte 
à la même question. 

Les médianes forment avec les côtés opposés des angles 
dont les cotangentes ont une somme nulle (Bermann, Archives 
de Grunert, t. 86, 1874, p. 109) et cette proposition est un cas 
particulier de la suivante : 

Si Ton abaisse, d'un point 0, les perpendiculaires OD, OE, 
OF sur les côtés a, 6, c, du triangle ABG, on a 
cotg ADG + cetg BEA + cotg GFB = o. 

(Bretsghneioer.) 

Voir, pour la démonstration, le t. I de la Nouvelle Corres- 
pondance math. 1875, p. 163. 

G. L. 

Nota. — La question a élé résolue d'une façon analogue, par MM. Ghapron, 
et Anatole Ghapeliier, élève au lycée de Nancy. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



200. — Du point miliea D du côté BG du triangle ABC 
on élève la perpendiculaire DEP et on la prolonge jusqu'à 
sa rencontre avec les deux autres côtés A6, AG aux points 
F, B. On pose DE = a, DF = 6 et angle ABG = a et on 
propose de démontrer que la surface du triangle ABU est 
donnée par la formule 

2a6* cotg g 
a + b ' 
Montrer que si l'angle BAG est droit, alors la surface du 
triangle est donnée par 

2ab \Jah 
a -f- * (G[i(yoann% Rtisso.) 

201. — Une droite AB est partagée par un point variable M 
en deux segments additifs ou soustractifs ; sur chacun des seg- 
ments on décrit un carré ; démontrer que la droite qui joint 
les centres des carrés enveloppe une parabole. (A, Boulin,) 



Errata. — Page 13; ligne 4, en remontant, au lieu de Brisionnet^ lisez 
Bressonnet. 

Page 17, dernière ligne, au lien de sUU%$tique^ lisez <x statique ». 

Page 34, au bas de la page, les signes (•), (*•) doivent être intervertis. 

Page 43, ligne 6 de la note, au lieu de Ahnage$te^ lisez « Almageste d. 

Page 45, lignes 20 et 21, remplacez E par D. 

Page 81, avant-dernière ligne, au lieu de 174, lisez 1774. 

Page 181, ligne 7, en remontant, au lieu de § 51, lisez, § 52. 

N, B, — Cette liste complète le signalement des erratas déjà indiqués 
pp. 120, 264. 

Questions proposées en 1882 et en 1883, mais non résolues ; 
no 7, 101, 102. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS, 
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